Modelarea pietelor financiare prin metode

martingale
Modelul Black-Scholes

Conf. dr. habil. Eduard Rotenstein

1 Comportamentul asimptotic al modelului Cox-Ross-Rubinstein

Determinam formula de evaluare a pretului optiunilor in modelul Black-Scholes, prin studierea comportamen-
tului asimptotic al modelului CRR, alegand convenabil sirul de modele binomiale.

Fie T > 0 fixat, arbitrar ales si, pentru fiecare n de forma n = 2*, considerdm partitia intervalului [0, 7] in n
subintervale de lungime A,, = T'/n :

Ij = [JATH (] + 1)An]7 V] = m

Introducem, pentru inceput, factorul de acumulare modificat. Pentru aceasta, pe fiecare interval /; vom nota cu
rn, dobanda instantanee corespunzdtoare acestui interval, iar pretul activului fard risc este dat de sirul (B,,),, de
conturi de economii (savings accounts):

n =1+, V=0

Pentru fiecare n presupunem cd pretul stocului S™ se poate aprecia pe intervalul I; cu rata u,, sau deprecia cu
rata d,,, putdndu-se reprezenta prin:

Stivva, =&5415ia, s Vi=0n—T1,

unde, pentru intregii fixati j si n, &} este o variabild aleatoare repartizatd Bernoulli cu valorile w,, si d,, . Putem

presupune ca pentru fiecare n, variabilele aleatoare independente 7, j = 1,n sunt definite pe acelasi camp de
probabilitate (2, F,,,P,,) si

P{¢} = un} =pn =1 -P{{} =d,}, Vj=1,n, pentrup, € (0,1).

Observatia 1.1 Pentru a asigura convergenta modelului CRR la modelul Black-Scholes (BS) impunem urmdtoarele conditii
restrictive privitoare la comportamentul asimptotic al cantitatilor vy, w,, si d,, (Parametrizarea CRR din Capitolul 2):

_ oVA R |
Uy = € roody=u

n

Ap
9

14+7r,=c¢" unde r > 0, o > 0 sunt constante date. (1)

Remarcdm c&, pentru fiecare n > r?0 2T avem cd d,, = u,,' < 1+ 7, < u,, iar modelul CRR (S™, B", ®")
este fard arbitraj, pentru n suficient de mare. In plus, prin calcule elementare obtinem:

li li 1 + Tn — dn li erAn —e ? An 1 .
— * = — -, = — = = 1
1My — o0 Px,n 1My, — 00 Uy — dn My, — o0 oo A e—ﬂm 2 S

Studiem in continuare comportamentul asimptotic al pretului unei Optiuni de Call European, atunci cand n —
0. Presupunem t = j7'/2* si considerdm sirul

n (T —t)

s (t) = T y

Vn € N,

remarcand ca m,, (t) € N pentru n = 2! suficient de mare. In plus,

T—t=m, () Ay i lim (1+7,)""" = lim e7rdnmn® = =0,
n—oo n—oo



Cantitatea m,, (t) reprezintd numarul de perioade de tranzactionare pe intervalul [¢,T] (pentru  suficient de
mare). Definim, la momentul ¢, pentru activul cu risc s := S; = Sp_,,, (1)a,, cantitatea

by (t) := inf { jeN*: sul dmn (=i K} . 2)
Teorema urmatoare furnizeaza formula clasicd Black-Scholes de evaluare a pretului optiunilor de vanzare si de
cumpdrare europene, instrumentul utilizat fiind comportamentul asimptotic al modelului CRR.

Teorema 1 Pentru fiecare punct diadic t € [0, T are loc:

my (t)
nll»ngo Z C " {Stpj g1 = Kpmn(®)pi nqmn(t) J} —C,
j= bn(t)

unde qup =1 —Psn 51 qn =1 — Pp. In plus, C, este dat de formula Black-Scholes:
Cy = SiN (dy (S;, T —t)) — Ke "M~ N (dy (S;, T — 1)),
unde functiile dy si dy sunt definite astfel:
In(s/K 1ot
gy (5,0) = RO H 300t
oVt

Functia N este functia de repartitie Gaussiand standard:

1 x
N (z) = Wor / 67“2/2du, Vz € R.

Demonstratie. Fie S; = s valoarea genericd a pretului activului suport la momentul ¢. Primul pas constd in
demonstrarea urmatoarei egalitati:

do (s,1) :=dy (s,8) — o/t = In(s/K) + (r = 30°) ¢

Gim S0l o (=5 O = N (d (5, T — 1)) ©)
J=bn(t)

Observam initial ca
man (1)

Z (t)pn ﬁn)mn(t)_J =Q{bn (1) <y <mn (t)},

=bn(t)
unde, pentru fiecare intreg n, variabila aleatoare vy, ~ B (m, (t),p,) sub mdsura de probabilitate Q. Notdm
On = \/Pn (1 — Py si considerdm variabila aleatoare normalizatd

= My (t) n =
o I —Bo(m) _ o —mn <t>pn _ X (G )
V ch@ ('VH) \/mn pn ﬁn) Ony/ Mp (t) ’

unde ¢ , j = 1,...,n sunt variabile aleatoare mdependente, identic repartizate B (p,,) :
Q{(;l = 1} =pp=1- Q{gjn = O}

Teorema Limitd Centrald conduce la convergentd in repartitie a sirului de variabile aleatoare {%,, }nen :

rep

A — Z ~N(0,1), pentrun — oo.

In plus, avem ca

. My, (£) — my, () Pr

=00 \/my, (t) b (1 — Pn

Pe de altd parte, utilizand definitia lui b, (¢), (2), obtinem, datoritd formei reprezentarii Cox-Ross-Rubinstein,
Up = VA sid, =ut,

5= lim_ \/mn (t)pnt (1 — pn) = +o0.

subr O O=0n® > 10 s b () Inun + (mn (£) — by (£) Indy, > In (K/s)

— b, (t)(Inu, —Ind,) >In(K/s) —m, (¢t)lnd,
< b, (t) (VAL +0VA,) > 1In(K/s) +m, (t) oA,
bz MEL I O0VE,



ultima relatie devenind aproape egalitate pentru » suficient de mare. Prin urmare, obtinem:

In(K/s)+my, (t) oA, _
bt (0 im0
lim,, .0 — = lim,_o
\/mn pn pn) \/mn pn l_pn)

In(K/s) 4+ my, (t) ovV/A, (1 —2p,)
20/, (t) Appn (1 — pr)
In (K/s) — (r+02/2) (T —t)

= =—di (s, T —t
oVl —t 1 (s )

deoarece

lim my, () /By (1 — 2p,) = — (T — 1) (£+9).

n—0o0 2

Convergenta in repartitie a sirului de variabile aleatoare {%,,},en la o repartitie normald si relatia 1 — N (z) =
N (—z), Vz € R, conduce la

lim Q{by (£) < 7 < mn ()} =1~ N (=dy (s, T —t)) = N (dy (s, — 1)),

n—oo

adicd formula (3) este demonstrata. Intr-o maniera similard, se demonstreaza ca

my, ()
Jim 37O bl (=)™ = N (da (5,7 - 1),
i= bn(t)

Membrul stang al egalitdtii anterioare se poate scrie sub forma

my, (1)

S Gl P (L= pen)™ T = Qb (1) < < ()}

j:bn(t)

unde, pentru fiecare intreg n, variabilele aleatoare v ~ B (my (t),p«n) sub probabilitatea Q. Prin calcule
asemdnadtoare cazului anterior obtinem

by (t) —my, (t)p*,n
nbe Vi () Pa (1= pan)
lim Q{b, (t) <7, <my (1)} =1 - N (=d2(s,T —t)) = N (da (5,7 - 1)),

n—00

—ds (8, T—-1t) si

demonstratia fiind in acest moment incheiata.

2 Modelul continuu Black-Scholes

Considerdm in cele ce urmeazd o piatd financiard ideald, adicd o piatd in care tranzactiile au loc in timp continuu,
nu sunt restrictii la credite sau depozite, dobanzile sunt egale, si nu sunt taxe sau costuri la tranzactionarea
activelor financiare. Ca si in situatiile anterioare existd doud active tranzactionabile in acest model de piata
financiard, tranzactiile si dinamica pretului fiind date in timp continuu. Cele doud active sunt caracterizate prin:

1. activul primar fard risc corespunde unui cont de economii (savings account, a money market account, a risk-free
bond), pentru care dobanda instantanee, la vedere (short-term interest rate), r, este constantd pe intervalul
[0, T]. Acest activ este continuu compus in timp, dinamica sa fiind guvernati de ecuatia diferentiald deter-
minista

dBt = T'Btdt, BO = 1,
cu solutia explicitd B; = e", t € [0,7]. Considerdm spre exemplu un instrument de trezorerie, nepurtitor
de dividende (zero-coupon bond), cu maturitatea 7', al cdrui pret la maturitate valoreazad o unitate monetars,
si a cdrui valoare la momentul ¢ € [0, T] este

B(t,T)=e"T=9  vtelo,T].
Pentru orice moment 7 fixat, pretul bond-ului satisface ecuatia diferentiala

dB(t,T) =rB(t,T)dt, B(0,T)=¢e"".



2. activul cu risc (underlying stock asset), care va juca rolul activului suport pentru derivatele financiare tranza-
ctionate, si a cdrui evolutie in timp continuu este datd de procesul (S;), (o 1) ce satisface ecuatia diferentiald
(pe scurt, EDS) liniara:

dSy = pSidt + 05 dWy,  Sp > 0, 4)

unde p > 0 este rata de apreciere a pretului activului, o > 0 este volatilitatea si Sy este pretul sdu initial.
Ecuatia anterioard admite o solutie unica, a carei forma explicitd este datd prin urmatorul rezultat.

Propozitia 2.1 Ecuatia (4), scrisd sub formd integrali

t t
S =5o +/ Sy du + / 0SudW, , Vte[0,T]
0 0

admite o solutie unicd datd prin formula

1
Sy = Spexp (O’Wt + (u — 202> t) , Vte|0,T]. (5)

Demonstratie. Folosind formula lui Itd se aratd ca procesul stochastic definit prin (5) satisface ecuatia (4). Fie
1
dXt = <M — 20'2> dt + O'th.
Considerand functiag : R — R, g (z) = Spe*, avem cd S; = g (X;) si

dS; = dg (Xt)

1 1
(0 + Spe*X (u - 202> + 2SoeXt02) dt + SpeXtadW,

1 1
(St (,u - 202) + 2St02> dt + SyodWy = Sy (udt + odWy) .
Unicitatea solutiei rezultd datoritd faptului cd ecuatia (4) are coeficientii Lipschitz.
Observatia 2.1 Este important de subliniat faptul cd

FV =c{Wy:u<ty=0{S,:u<t}=F’,

adicd filtrarea generatd de pretul activului suport considerat coincide cu filtrarea naturald a miscdrii Browniene W, adicd
F¥ =F% =F.

Definim acum procesul auxiliar
1
Alt = exp (O'Wt — 20'2t) 5 Vit € [0, T] (6)

si demonstram cé el este un caz particular de proces stochastic.

Propozitia 2.2 Procesul M definit prin (6) este o martingald, sub mdsura de probabilitate P, in raport cu filtrarea .

Demonstratie. Observam ca

1
Ep (BU(WFW“)LF?L) =Ep (eU(WFW“)) = exp <202 (t— u)>
deoarece Wy — W,, ~ N (0, — u) . Cum
St = e“t.Mt,
avem, pentru fiecare u <t < T,
Ep (S| Fu) = Ep (e"My|F,) = e** M, = S,e"t=%),

Prin urmare, pretul activului suport S este o martingald sub probabilitatea [P, in raport cu filtrarea F, daca si
numai daca rata de apreciere . este 0.

Daca p > 0 (respectiv, ;1 < 0) atunci obtinem
Ep (S¢|Fy) > Sy (xresp. < Sy), pentru Vt > u,

adicd pretul stocului (activului suport) S este o submartingald (respectiv, o supramartingald) sub mdasura de
probabilitate subiectiva P.



3 Strategii de schimb autofinantante; masuri martingale pentru o piata in-
stantanee, la vedere (spot market)

In cele ce urmeaza vom utiliza tot instrumentul portofoliilor replicante pentru a modela pretul Optiunilor Call
si Put Europene. Ideea avutd in vedere vizeaza asigurarea lipsei oportunitétilor de arbitraj in piata financiard
consideratd, la fel ca si in cazul modelului binomial. Vom studia apoi modul in care putem schimba, in mod
convenabil, médsura de probabilitate subiectivd, pentru a obtine o unicd masurd de probabilitate, in raport cu
care vom evalua preturile derivatelor financiare tranzactionabile.

Definitia 1

o Prin strategie de schimb intelegem o pereche de procese stochastice progresiv mdsurabile ¢ = (¢1, ¢2) , definite pe
spatiul de probabilitate (Q2, F,P).

e Spunem ci o strategie de schimb ¢ = (¢1, ¢2) este autofinantanti pe intervalul [0, T'] daci valoarea portofoliului
Vi(9) =61 St + ¢ By, Vte[0,T]
satisface conditia
Vi) =Vo(o)+ [ oldsi+ [[otam.. vie

prima integrald fiind interpretatd in sens It6, iar a doua in sens Lebesgue.

(Vom nota cu ® multimea strategiilor autofinantante, multime ce nu coincide cu R?, dupd cum se poate observa din
modelul de suicid al lui Harrison & Pliska, 1981).

In mod uzual, considerdm activul neriscant ca factor de actualizare a preturilor si vom nota S* := S/ B pretul
actualizat al actiunilor de stoc (discounted stock price). Obtinem cd, pentru orice ¢t € [0, T,

1
Sy =5 exp (orWt + (u -7 — 202> t) ,
adicd, echivalent, S* este solutia unica a EDS liniare
dS; = (p—r)S;dt+oS;dWy, S5 =250,
iar proprietatea martingald a lui S* sub P poate fi analizatd in aceeasi maniera ca si in cazul lui S.

Definitia 2 O midsuri de probabilitate P* pe (2, F) , echivalenti cu P, se numeste misurd martingald pentru S* dacid S*
este o martingald locald sub P*.

Definitia 3 O musurd de probabilitate P* pe (Q, F), echivalenti cu P, se numeste o misurd martingald pentru piata la
vedere (spot martingale measure) dacd valoarea actualizatd a portofoliului V;* (¢p) := Vi (¢) /By oricirei strategii autofi-
nantante ¢ este o martingald locald sub P*.

Are loc urmatorul rezultat de caracterizare a masurilor martingale din pietele la vedere.

Lema 3.1 O mudsurd de probabilitate pe campul (2, F) este o misurd martingald spot dacd si numai daci este o mdsurd
martingald pentru S*.

Demonstratie. Fie o strategie de schimb ¢ € ®. Utilizam formula lui It6 si obtinem (deoarece functia determinista
ce guverneaza activul sigur conduce si la dinamica dB; ' = —rB; 'dt):

dvy = d(V;B;') = VidB; ' + B 'dV, = (¢S + ¢7B:) dB; ' + By (6}dS, + ¢3dBy)

ot (SydB; ' + By 'dS;) + ¢ (BydB; ' + By 'dBy) = ¢}d(S:B; ') + ¢7 (—ByrB; ' + By 'rBy) dt
= ¢{dS;,

adicd, scriind sub formd integrald, avem
t
Vi@ =Vi @+ [ elds;. vieT).
0
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Cum integrala stochastica Itd este o martingald locald obtinem rezultatul dorit.

Prezentam in cele ce urmeazi un rezultat fundamental, care ne descrie modul de schimbare a masurilor de
probabilitate (echivalente) pe spatiul de probabilitate considerat. De asemenea, vom obtine un proces Wiener
transformat, in raport cu care dinamica pretului actualizat devine un proces martingal, sub noua masura de
probabilitate martingald construita.

Lema 3.2 Unica masurd martingald P* pentru S* este datd de derivata Radon-Nikodym:

dP* - 1(r—p)?
= exp (T MWT — (T'U)T) , P—a.s.
o o

dp

Sub aceastd masurd martingald P* | preful actualizat S* satisface ecuatia diferentiald stochasticd liniard
dS; = oS;dwW;

iar procesul
W =W,—(r—uo't, tel0,T]

este 0 migcare Browniand pe (2, F,P*).

Pretul actualizat S* este, sub mdsura P*, o martingald strict pozitivd deoarece, pentru orice ¢ € [0, T,
* * * 1 2 * *
S =Sgexp | oW, — 5 t)| =SyM;,

unde M* este definit prin formula (6), cu procesul Wiener W inlocuit de W*. Pretul activului suport la momentul
t este deci dat de formula explicita

1
Sy = S; By = Spexp (aWt* + (7“ — 202> t) ,

adici el verificd EDS liniard
dSt = T’Stdt + G'Stth* y S() > 0.

Este important de subliniat faptul ca
F=F" =F" =F° =F,

ceea ce spune cd informatiile din piata financiara aduse de citre cele doud procese Wiener (si, in consecintd, de
procesul pretului si procesul actualizat in raport cu un activ neriscant, determinist) coincid.
Definitia 4 O strategie ¢ € ® se numeste P*—admisibili daci V;* (¢) := B, 'V (¢) este o martingalid sub P*. Notim cu
@ (P*) multimea strategiilor P*—admisibile. Tripletul

MBS = (57 B7 @ (]P*))
este numit modelul de piatd fard arbitraj Black-Scholes.

Urmadtorul rezultat oferd o metodd de calcul a pretului de arbitraj, folosind metoda mediei conditionatd sub
maésura martingald, a oricdrui derivat financiar european.

Lema 3.3 Fie X un derivat financiar european, replicabil, cu momentul de maturitate T. Dacid ne situdm in modelul
Mg, atunci, la fiecare moment anterior maturititii, pretul sidu corect, de arbitraj (notat cu m, (X)) este dat de:

™ (X) = BEp- (B7'X|F), Vte[0,T].

Demonstratie. Fie ¢ o strategie admisibild, replicantd pentru derivatul financiar X. Pentru orice ¢ € [0,T], avem,
conform Lemei (3.1),

Tt (X) _ Vi (¢)
Bt Bt

=V (@) = Ep- (V} (¢) |F) = Ep- (B 'V (¢) | F2) = Ep- (B ' X|F)

adicd 7 (X) = B:Ep- (B;lX |.7-'t), iar demonstratia este incheiata.



4 Formula Black-Scholes de evaluare a pretului in timp continuu

Vom considera o optiune de tip Call European avand ca activ suport un activ primar (stoc) S ce nu pldteste
dividende, cu maturitatea 7" si pretul de exercitare K. Functia de plata (si pretul optiunii) la momentul T este,
aga cum se stie, (S — K) " . Fie functia ¢ : Ry x (0, 7] — R definit prin

c(s,t) :=sN (dy) — Ke "N (dy), (7)

unde N este functia de repartitie normald standard si

In(s/K)+ (r+o?/2)t
oVt '

Notam in continuare prin C; pretul de arbitraj (arbitrage price, fair price) al unui Call European, considerat in
modelul continuu Black-Scholes.

d172 = d172 (8, t) = (8)

Enuntdm si demonstram in cele ce urmeaza rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 2 La fiecare moment t < T, pretul de arbitraj al Optiunii de Call European (cu maturitatea T si pretul de
exercitare K) este dat de formula
Ct:C(St7T_t)7 VtE[O7T]7

unde functia ¢ : Ry x (0,T] — R este definiti prin formula (7). Mai explicit, avem, pentru fiecare t < T,
Ct = StN (d1 (St,T - t)) - KB (t,T) N (dg (St,T - t)) 5 (9)

cu cantititile dy » definite prin (8). In plus, unica strategie replicanti admisibili ¢ = (¢, ¢?) pentru Optiunea de Call
European este

6= 9 (5T~ 1) = N (dy (51, T~ 1)

si
o7 =e " (c (S, T —t) — ¢1St) .

Demonstratie. Vom prezenta doud metode de demonstratie: prima metoda se bazeaza pe determinarea directd a
strategiei replicante aldturi de pretul optiunii, iar cea de a doua abordare utilizeazd formula de evaluare in caz
de risc neutru; avand determinat pretul optiunii putem obtine apoi portofoliul replicant.

Metoda 1. Presupunem ci pretul optiunii, notat cu Cy, se poate reprezenta sub forma C; = v (S, t), pentru o
functie v : Ry x (0,T] — R si cd strategia replicantd cdutatd are forma

o1 = (¢1,07) = (9(St,t) ,h (S, 1)),

pentrut € [0,7], unde g,h : Ry x (0,7] — R sunt functii necunoscute. Cum strategia ¢ este autofinantants,
atunci valoarea portofoliului
V}((b):g(St,t)St—l—h(Sht)Btzv(St,t) (10)

satisface ecuatia diferentiald

AV (¢) = g(Sit)dS; + h(Sy,t)dB,

(11)
= (u—7)Sig(Se,t)dt + 0Sig (Si,t) AWy + v (Sy, t) dt

deoarece din a doua egalitate din (10) obtinem ca
07 = h(St,t) = B (v (Sit) — g (Seut) Sh).

Céutdm in continuare functia v ca apartinand spatiului C** ((0,00) x (0,7)) . Aplicim formula lui Itd si obtinem:
1
dv (St, t) = <U; (St, t) + /J;S{U; (St, t) + 50'251521/;/3 (St, t)) dt + O'S{U; (St, t) de .
Impreuna cu (11) obtinem, aplicand formula lui It6 procesului Y := v (S;, ) — Vi (¢),

1
d}/t = (’Ué (St, t) + ,US{U; (St, t) + 5025,5214’5 (St, t)) dt + O'St’U; (St, t) th
+ (r — p) Stg (S, t) dt — 0Seg (St, t) AWy — v (S, t) dt.
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Dar, conform formulei (10), dY; = 0 si, datoritd unicitdtii descompunerii canonice a semimartingalelor continue,
termenul de difuzie din descompunerea anterioard a procesului Y dispare. Aceasta inseamna cd, pentru orice
t € 0,77,
t
| o598 = v (Suw) aW, =0, vee 0.7),
0
sau, echivalent, in virtutea proprietatilor integralei Itd (proprietatea de izometrie),

T
/ 52 (g (S, ) — v (Su, 1))’ du =0,
0
adicd e necesar si suficient ca functia g sd satisfaca relatia
g(s,t) =2l (s,t), V(s,t) Ry x[0,T]. (12)

Obtinem, prin urmare, reprezentarea lui " :

! 1
Y, = / {14 (Su,u) + 502551};’5 (Su,u) + rSuv% (Su,u) — 170 (Su, u)} du.
0

Rezultd cd procesul Y se anuleaza atunci cand functia v satisface urmdtoarea ecuatie cu derivate partiale, numita
si EDP Black-Scholes :

1
vy (s,t) + 5023271;/3 (s,t) +rsvl (s,t) —rv(s,t) =0. (13)

Cum
Cr=v(Sp,T)=(Sp — K)",

impunem si conditia terminald v (s, T) = (s — K)" , pentru s € R, . Se verifica, prin calcul direct, c& functia
v(s,t):=c(s, T —1t)

verificd problema de mai sus. Intr-adevar, dacd notdm, pentru simplitate, = = ¢ sau z = s, dupd caz, avem,
pentrui =1, 2:

ON(d;) ON(d)ddi 1 9 /di a2y, Odi _ e~ %12 9d;
dz 0d; 0z \2rod; |_o 0z or 0z’

Se verifica imediat cd avem urmaétoarea formd pentru derivatele partiale, in raport cu timpul, pentru functiile
dl,Q = dl,Q (S,t) :

Ody _ _d 1 (C+9) s Ody _ _dp 1 (£-9)
ot 2T —t) T-t\oc 2 ot T20 -0 JT=i\s 2/)°
Prin urmare,
8’[] 8N(d1) adl _ _ _ _ 8N(d2) 8d2
—_ = L rKe T T-DN (dy) — Ke "(T—1) )
ot “od, ot ¢ (dz) - Ke ady ot
se=di/2 dy 1 r oo
— 4+ 2) ) —rKer(T-0 N
V2 (2(Tt) T—1 (0+ 2)) rhe (d2) (14)
_Ke—r(T—t)e—dS/Q ds B 1 (Z B g)
V2r 2(T—t) JT—t\o 2/)°
De asemenea, deoarece
ad; 1 .
= T 1= 1a2a
Os  so/T —t
obtinem
ov 8N(d1) 8d1 _ _ 8N(d2> 8d2
—~ = N(d I Ker(T-t)y A2 772
05 () + 55— 5, ~ e od, s
(15)
—d2/2 —d3/2
N+ L germen® L
V2r oVT —t Vor soT —1t



Diferentiem Incd o datd si deducem
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Inlocuim (9), (14), (15) si (16) in membrul stang al EDP Black-Scholes (13), gdsim ca este verificatd aceastd ecuatie:

1 ~irz 4 1
vy (s,t) + 502321);’3 (s,t) + rsvl (s,t) —rv(s,t) = Se\/ﬁ <2 (Tl— DT (g + ;)) —rKe TN (dy)

| Ken(T-0¢-d/2 ( d 1 (T__0)>.+seﬂﬁw ( o 4 )
Jon 2(T — t) T—(\c 2 Vor \2vT —t 2(T—t)

+Ke—7-(T_t)e_d§/2 ( o n ds ) +rsN (dl) + rsﬂ# _ TSKC_T(T_t)ﬂ¥
V2 2WT -t 2(T —1) Vor oT —t V2r soT —t

—rsN (dy) —rKe " TN (dy) =0

Rédmane doar de justificat ca strategia replicantd ¢ datd de formulele:
¢t =g (S, t) =0, (Se,t),  &F =N (S, t) = By ' (v(Sy,t) — g (S, ) S),
este o strategie admisibild. Pentru inceput ardtam cd ea este auto-finantanta. Pentru aceasta, verificim cd
dVi (¢) = ¢y dSi + ¢ydB; .

Deoarece V; (¢) = ¢} St + ¢7 By = v (S, t), aplicand formula lui Itd obtinem

S

1
dV; (¢) = vl (S, t) dS; + 5025314’ (Sp,t) dt +v) (S, t) dt,
si, utilizand (13), aceasta devine
dVy (¢) = v, (S, t) dSy + v (St, t) dt — rSyvl, (S, t) dt.

Prin urmare,
v (St, t) — Std)} dt _
B,

adicd strategia construitd anterior este auto-finantanta. Pentru admisibilitatea sa, verificim ca

dVi (¢) = ¢1dS, + 1B, oLdS, + ¢2dB,

t

Vi (6) = Vi () + / ol (Suu) dS?

0

este o martingald sub masura martingala P*. Prin calcul direct se obtine ca
U; (Svt) =N (dl (S7T - t))

pentru fiecare pereche (s,t) € Ry x [0,7] si

t t
Vi () = Vi (9) + / 0SuN (d (Su, T — w)) AW =: V' (6) + / Cud W

adicd V* (¢) este o P* —martingala (este chiar o martingald de patrat integrabild). Egalitatea
& (S, T —t) = N (dy (S, T —t))

se verificd prin calcularea directd a derivatei partiale in raport cu s a functiei pret c.



Metoda 2. Punem accent prin aceastd abordare pe evaluarea directa a functiei c¢. Ardtam ca derivatul financiar
X = (Sr — K)" este replicabil in modelul Black Scholes. Acest lucru rezultd din teorema de reprezentare a
martingalelor, combinati cu integrabilitatea, sub probabilitatea P*, a variabilei aleatoare X* = B! (S7 — K)*.

Conform teoremei de reprezentare rezultd existenta unui proces predictibil § astfel incat integrala stochastica
t
Vi =Vg+ / 0, dW,; , Yte[0,T]
0

este o P*—martingald continud, de patrat integrabild si

0y
oSy’

T T
X*=B;' (S — K)" =Ep- X* +/ 0, dW,;" = Ep- X* +/ h.dS:, unde h;:=
0 0

Notam V; := B,V,* si consideram strategia datd de
¢pi=h si 67 =V —hS; =B (Vi — hiSh).
Verificdm cd aceastd strategie ¢ este auto-finantantd. Avem:
dVi (¢) = d(BV)*) = Bl dV,* +rV,*B,dt
= BihdS; + rVidt = Byhy (B; 'dS;, — rB; ' Sydt) + rVidt
= hdS; 47 (V; — hSp) dt = ¢1dS; + ¢7dB;

Este evident faptul ci Vr (¢) = Vi = (Sr — K)" si cd ¢ este strategie admisibila replicantd pentru derivatul
financiar X, deci Optiunea de Call European este replicabild in modelul de piatd Mpg. Evaludm in cele ce
urmeaza pretul de arbitraj al lui X folosind formula de evaluare la risc neutru. Deoarece F}V = F; pentru
fiecare ¢t € [0,T], avem

C, = B,Fp- ((ST ~K)* B;lms) = (S, T — 1) 17)

pentru o functie ¢ : R4 x [0, 7] — R. Cea de a doua egalitate din relatia de mai sus are loc invocand proprietatea
Markov a procesului stochastic S. Din proprietétile mediei conditionate rezulta ca

Bp- (87— K)*|FS) = H (ST - 1), (18)
unde functia H (s, T — t) este definitd de
H(s,T —t) = Ep. {(sexp (0 (Wi = W) + (r— 0%/2) (T — t)) — K)+}
pentru fecare pereche (s,t) € Ry x [0,T]. Pentru ¢ = 0 obtinem, din formula (17),
Ep- ((St — K)" By') = Ep (SrBr'1p) — Ep- (KBy'1p) =1 J; — Ja
unde D := {Sp > K}. Pentru cantititile J; si J> avem estimdrile ce urmeaza:
Jo = e "TKP*{Syr > K} =e "TKP* {So exp (O'Wj*« +(r— 1/202)T) > K}

= e "TKP* {-oWj; <In(So/K) + (r — 1/20%)T}

- i fg R 02/2>T}

oVT
= e "KN (dy(So,T))
deoarece v.a. ¢ = —Wrz /T ~ N (0,1) sub masura martingala P*.
Pentru a doua integrald obtinem ca
Ji =Ep- (SrB7'1p) = Ep- (S51p). (19)
Este convenabil s3 introducem pe spatiul (€2, ) masura de probabilitate P, definitd prin

dP
dP*

1
= exp <0W§i — 202T) , P*-as.,
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situatie in care procesul W; = W;" — ot este o miscare Browniani pe (€, F,P) . In plus,
* T 1 2
St = Spexp UWT-i-iO' T,

de unde, formula (19) devine

_ _ - 1
Jy SolP {S;F > KB;I} = SyP {SO exp (O’WT + 202T> > KerT}

= S(]ED {—UWT < h’l (S()/K) + ('I" + 0'2/2)T} = S()N (dl (S(hT)) .
Concluzionand, obtinem cd pretul la momentul 0 al OCE devine
Co =c(So,T) = SoN (dy (S, T)) — Ke "' N (dy (So,T)) ,

unde )
In (So/K) + <r + 202) T

oVT

Formula de evaluare pentru fiecare moment 0 < ¢ < T se poate deduce din formula (18).

dl,g (So, T) =

Observatia 4.1 Se observi ci in formula de evaluare Black Scholes nu apare rata de apreciere p, dupi cum si in dinamica
lui S sub mdsura martingald P* nu apare acest coeficient. Acelasi lucru se intdmpli dacd presupunem ci rata de apreciere
depinde de timp sau mai mult, este chiar un proces stochastic adaptat filtririi naturale.

Observatia 4.2 Se poate formula urmdtoarea intrebare: de ce ar fi nevoie si rezolvim numeric EDP (13), din moment ce
avem la dispozitie solutia sa explicitd? Aceastd solutie explicitd este cunoscuti doar pentru cazul Optiunilor de Call si Put
European. Pentru alte tipuri de derivate financiare, desi EDP este aceeasi, conditia terminald diferitd duce la imposibilitatea
determindrii formulei explicite in cazul general. Pentru analizd, prezentdm in cele ce urmeazi o schemd numericd pentru
cazul in care este disponibili si o formuld explicitd a solutiei. Putem astfel verifica precizia rezultatului obtinut prin metoda
de proximare.

Reamintim, pentru tnceput, EDP Black-Scholes:

1
v (s,t) + 502521/5’5 (s,t) +rsvl (s,t) —rv(s,t) =0, s>0, te(0,T)
v(s,T) =vo(s), s>0.

Aceastd ecuatie este o EDP parabolicd, care poate fi transformatd in ecuatia cildurii, cu o conditie initiald datd. Aceastd
transformare se realizeazd in modul urmdtor:

o transformarea variabilelor: avem o conditie terminald, la momentul de expirare a optiunii, T, fapt ce conduce la
transformarea
T:=T—1,

adicd noua variabilil poate fi interpretati drept timpul ce ramdne pand la expirarea optiunii.
e ovariabila S ce dii pretul activului suport este pozitivd. Noua variabild va fi
z:=In(s/K).

Valori ale lui « apropiate de O corespund preturilor activelor suport ce sunt apropiate de pretul de exercitare al
optiunii, K. Valori negative ale lui x corespund preturilor activului suport mai mici decit pretul de exercitare (supra
paritate, out of the money). Valori pozitive ale lui x corespund preturilor activului suport mai mari decdt pretul de
exercitare (sub paritate, in the money). Alegerea variabilei de tip logaritmic este mai convenabilii din punct de vedere
al abordirii numerice a solutiei.

e transformarea citre ecuatia cildurii: folosind transformdrile anterioare, ecuatia poate fi adusi la ecuatia cildurii prin:
w(z, ) = ey (s,1),
coeficientii fiind determinafi astfel incit si gasim ecuatia doritd. O alegere corectd a constantelor este:

r 1 3 o2 n r2
ai=— — = = — 4+ —.
o2 2’ 8 ' 202
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Obtinem astfel noua formd a ecuatiei:

ou o2 0%u
E:?@’ CL’GR7 TE(O,T)

Conditia terminalii devine:

ug () = u(x,0) = e (s, T) = e* vy () = evg (Ke®) .

Discretizarea pentru obtinerea solutiei.

Din punct de vedere numeric, vom rezolva problema pentru « € [—L, L], pentru L o constantd de mirginire, suficient
de mare. Acest interval nu va fi modificat la alegerea unei optiuni cu un alt pref de exercitare. Impunem conditii de frontierd
pentru © = —L si x = L. Aceste valori ale lui x corespund preturilor activului suport foarte mici, apropiate de 0 (daci
x = —L) sau foarte mari (dacd x = L). Pentru aceste valori la limitd se folosesc aproximdrile:

v~ 0 pentru s~0

T

v~ se— Ke T pentru s~ +oo.

Tyt

urmd ducdnd la rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare pe fiecare interval de timp. Avem astfel schemele:

J
u] ~u(x;, )
Jj+1 J 207 97 J
1 W T 0t 2u +uyy
k 2 k
R S R S S
g Ui Ui 0" Uin 2u; +upy
k 2 k

Ca o consecintd imediata a teoremei precedente, rezultatul urmator furnizeaza o metoda directd de calculare a
pretului corect al optiunilor de vanzare de tip european.

Lema 4.1 (Formula de paritate put-call) Preturile de arbitraj al Optiunilor Put si Call Europene, ce au aceeasi dati de
expirare T si acelasi pret de exercitare K satisfac relatia

C,— P =8 —Ke T (20)
pentru fiecare t € [0,T] .

Teorema 3 [n modelul standard Black Scholes, pretul unui Put European cu pretul de exercitare K la momentul de matu-
ritate T este, pentru orice moment t < T,

Pt = KB (t,T)N(—dQ (St,T— t)) - StN (—dl (St,T - t)) .

Demonstratie. Demonstratia este o consecintd imediatd a formulei (9) ce da pretul unei OCE si formula de paritate
(20) pentru piete financiare Black Scholes, in timp continuu.

5 EDP Black Scholes

Extindem in aceastd sectiune procedura de evaluare a pretului de la optiuni de cumparare si vanzare europene
la orice tip de derivat financiar de tip european, adicd o variabila aleatoare Fp-masurabild. In principiu formula
Feynman-Kag, prezentatd in continuare, exprima solutia unei ecuatii cu derivate partiale de tip parabolic drept
media conditionatd a unui proces guvernat de o miscare Browniana.

Teorema 4 Fie W o migcare Browniani 1—dimensionald definitd pe un cdmp de probabilitate (Q, F,P) . Pentru o functie
mdsurabild Borel h : R — R, definim functia v : Rx [0,T] — R,

u(z,t) = Ep (e—"'(T—ﬂh (Wr) | Wy = x) . V(z,t) € Rx[0,T]. (21)

12



Presupunem ci

+oo
/ e_‘m2|h (x) |dz < o0

—00

pentru o constanti a > 0. Functia u este definitd pentru 0 < T —t < 1/2a , x € R si are derivate de orice ordin. In
particular, w € C*1 (Rx (0,T)) si satisface EDP:

ou 10%u
9t (w,t) = 5@(

x,t) —ru(x,t), V(z,t)eRx(0,T),
cu conditia terminald u (z,T) = h (z),Vz € R.

Demonstratie. Vezi Karatzas & Shreve [3].
Rezultatul principal al acestei sectiuni este prezentat in cele ce urmeaza.

Teorema 5 Fie g : R — R o functie misurabili Borel astfel incit variabila aleatoare X = g (St) este P* —integrabild.
Atunci, pretul de arbitraj, in modelul de piatd M ps, al derivatului financiar X (cu maturitatea T) este dat de 7, (X) =
v (S, t), unde functia v : Ry x [0,T] — R verifici EDP Black-Scholes:

o 1, ,0% ov B
a—&-ias@—&-m%—rv—a Y (s,t) € (0,00) x (0,T), (22)
cu condifia terminald v (s, T) = g (s).

Demonstratie. Obtinem (22) din formula de evaluare la risc neutru. Pretul 7; (X) satisface

71 (X) = e (7T 0g (S1) 1) = v(Sh,1) 23)
pentru o functie v : R, x [0, 7] — R. In plus

71 (X) = Be- (7T g (F (W7, 1)) |7 )
unde f : Rx [0,T] — R este o functie strict pozitiva, datd prin

F(z,t) = Spe”=H(r=o"/2)t yp e R.

Notam
w(t,w) = Bp- (7T (f (Wi, T)) Wy = ).

Conform teoremei anterioare, u (z, t) satisface ecuatia cu derivate partiale

—uy (z,t) = %ugw (x,t) —ru(x,t), V(x,t) € Rx(0,T), (24)

cu conditia terminald u (z,T) = g (f (z,T)) .
Din formulele (21) si (23) obtinem ca

u(z,t) =v(f(x,t),t), V(z,t)eRxI[0,T].
Prin urmare,
up (z,t) = 04 (s, 8) fi(x,t) + v (s,1),
unde am considerat s := f(z,t) € (0, +00). Mai mult,

g (2,t) = vg (s, 1) fr(2, 1)

si deci
ull,(x,t) = vl (s,t) (ol 1)) + vl (s, t) fr (2, ).

Pe de altd parte, din formula de definire a functiei f, avem ca

fa/c(xat) :Jf(xat)v f!z({L',t) :0'2f(£l,',t), ftl(wvt) = (7“—;0’2> f(:L',t),
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ceea ce conduce la
up(x,t) = s (r — %02) vi(s,t) +vp (s, t) i

ull (x,t) = 02520 (s,t) + o250l (s, t).
Substituind in ecuatia (24) si rearanjand termenii obtinem EDP Black Scholes (22).

Modelul studiat poate fi extins pentru situatii in care dobanda la vedere, respectiv volatilitatea, sunt variable,
dar deterministe. De asemenea, el poate fi utilizat si pentru evaluarea pretului optiunilor europene ce au active
suport care platesc dividende pe perioada de viatd a derivatului financiar. In acest cadru se pot obtine formule
explicite ale pretului dacd dividendele reprezinta un procent cunoscut din pretul activului suport.

Desi modelul de evaluare Black-Scholes nu reflectd identic realitatea din pietele financiare, el este des folosit
in practica deoarece permite calcularea cu usurintd a preturilor si expliciteaza precis relatiile dintre varabilele
care caracterizeazd sistemul. Unele voci chiar afirma cd modelul Black-Scholes nu este o reprezentare fideld a
modului de functionare a pietelor financiare, insd, tocmai faptul ca toti cei implicati "gandesc Black-Scholes"
le confera functionalitate. Cu toate cd in practicd indicele de volatilitate ce apare in ecuatia ce caracterizeaza
dinamica activului primar nu este constant, rezultatele oferite de modelul Black-Scholes sunt frecvent utilizate,
ele dovedindu-se eficiente la stabilirea corectd strategiilor de hedging ce permit minimizarea expunerii la risc a
investitorilor. Instrumentele esentiale utilizate pentru evitarea expunerii la risc (risk management) sunt prezentate
n sectiunea urmdtoare.

6 Indici de senzitivitate ai modelului Black-Scholes

Indicii de senzitivitate (the Greeks) sunt instrumente importante pentru managementul riscului. Fiecare indice
este o mdsurd a senzitivitatii portofoliului investitorului la mici variatii ale unor parametri ai activelor primare.
Indicii modelului Black-Scholes sunt usor de calculat, ei fiind utili in special celor care sunt implicati in con-
tracte ce tranzactioneazd derivate financiare, dandu-le astfel posibilitatea si-si protejeze contra riscului din piata
portofoliile. Principalii indici folositi pentru hedging sunt: delta, theta, vega (madsoard modificidri generate de
momentul de maturitate si volatilitate), o (mdsoard senzitivitatea la fluctuatiile dobanzilor), gamma (masoara
senzitivitatea pretului optiunilor in raport cu modificarea pretului activului de bazd). Prezentdm in cele ce

urmeazd cateva elemente descriptive ce caracterizeazd indicii prezentati anterior.

ov
1. A=—
Delta ( 85)

Indicele A mdsoaré rata de schimb a valorii optiunii in raport cu modificarea pretului activului de baza.
Indicele reprezintd de fapt cantitatea de activ suport ce trebuie péstratd in portofoliu pentru o acoperire la
risc In ceea ce priveste derivatul financiar. Chiar dacd delta va avea valori situate intre 0 si 1 pentru un long
call (sau/si un short call) si intre 0 si —1 pentru un long put (sau/si un short put) aceste valori sunt rareori
prezentate ca procente ale numaérului de actiuni ce fac obiectul contractului de tranzactionare. Suma intre
valorile absolute ale indicilor delta ai unui call si un put european (ce au acelasi activ suport negrevat de
dividende, acelasi moment de maturitate si acelasi pret de exercitare) este egald cu 1.

Ov
2. Vega (V = 80)

Indicele v médsoard senzitivitatea la volatilitate activului suport al optiunii. El este exprimat in mod uzual
drept suma de bani (pe unitatea de actiune de activ suport) pe care valoarea optiunii o castigd sau o pierde
atunci cand volatilitatea creste sau scade cu 1%. Acest indice este important de urmarit de catre trader-ul
optiunii, in special in piete financiare foarte volatile deoarece strategiile de tranzactionare pot fi gestionate
pentru neexpunerea la risc a investitorului prin intermediul acestui instrument.

3. Theta (9 = 80)
ot

Indicele § masoard senzitivitatea valorii derivatului financiar pe parcursul trecerii timpului (time decay).
Valoarea sa este, de obicei, reprezentatd sub forma valoare/an. In mod uzual se divizeazd rezultatul la
numadrul de zile din an pentru a se ajunge la suma pe unitatea de activ suport pe care optiunea o pierde pe
zi. Theta este intotdeauna negativ pentru un long call/put si pozitiv pentru un short call/put.

v

Indicele p masoard senzitivitatea valorii optiunii la modificdri ale dobanzilor la vedere ale activului fara
risc din piatd. In marea majoritate a situatiilor valoarea derivatului financiar este putin sensibild la aceste
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modificdri, ceea ce face ca acest indice se senzitivitate sa nu fie unul prea des utilizat. Rho se exprima prin
suma pe unitatea de activ suport pe care pretul optiunii o castigd sau o pierde atunci cand obanda la vedere
pentru activul sigur creste sau scade cu 1%.

2
.Gamma(F:aA—av>

28 0952
Indicele I' mésoard rata de modificare a indicelui A in raport cu schimbdrile de pret ale activului suport.
Gamma este un instrument important deoarece atunci cand un trader doreste s realizeze un delta-hedging
eficient pentru un portofoliu el incearcd si anuleze indicele gamma al acestuia. In acest fel se asigura ca
strategia de protectie la risc va fi eficientd pentru o varietate mare de schimbari ale pretului activului suport
al derivatului financiar.

Tabelele de mai jos oferd formulele explicite ale indicilor de senzitivitate, in functie de: pretul activului suport

S, pretul de exercitare K, dobanda la vedere (spot) r, dividendele anuale ¢ plitite de activul suport (in caz ca
acestea existd) si volatilitatea o.

’ Optiune call europeana

Valoare e~ 1 TSN (dy) — e " TV K N(dy)
Delta e~ 1T N(d,)
Se~1T=)N(d)/T —t

_e—ar—pSN(d1)o
2VT — ¢
K(T —t)e " T N(dy)

o—a(r—1)_N(d1)
SovT —t

’ Optiune put europeand ‘

rKe " TN (dy) + ¢Se 1T~ N(d,)

Valoare e TTDKN(~dy) — e 1TV SN (~d,)
—e 1T N(—d,)

Ke TN (dy)/T —t
SN(dl)O'

2T -1

—K(T — t)e " T=Y N (—dy)
N(d1)

SoT —t

—e—a(T=t) +rKe "IN (—dy) — gSe~ 1 T-)N(—d;)

— —
@] f_D‘_ © - B o Q [
o o B o
Q

e—1(T—1)

()
D
3
=t
o

O vizualizare graficd a dinamicii indicilor de senzitivitate ai modelului Black-Scholes poate fi studiata in fisierul
atasat Capitolul_3_Vizualizare_indici_de_senzitivitate_BS.m .

7 Aplicatii

1. a.

Evaluati, pentru ¢ > 0, cantitatea
P (Sgt > QSt) s

unde S este solutia EDS liniare

b.

dSt = /JStdt + O'Stth.

Determinati variatia pretului activului suport: D?(S;).

Demonstratie. a. Inegalitatea ce trebuie demonstratd este echivalenta cu

2 2
eQut—o’ t+oWoy > 2€Mt—%t+UWf,
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ceea ce implicd, logaritmand si efectuadnd simple calcule algebrice,
1
Wor — Wy > = (In2 — put + 0°t) .
o

Avem cd Wy — Wy = VtX,unde X ~ N(0,1), iar Wo; — W; ~ N(0,t). Prin normalizare,

War — Wy
Vi

Obtinem cd probabilitatea evenimentului dorit este

2 1 2
P(Vix > (mo—pt+Zt)) =1-a (- (m2—pt+Zt)).
o 2 oVt 2

b. Vom evalua dispersia solicitatd folosind formula standard

=X ~ N(0,1).

D?(Sy) = E(S: — E(S)))” = E(SY) — (B(Sh))*.
Avand in vedere formula explicitd a lui S,
Sy = Spelr=a"/2)t+oWe
deducem cd media sa este egald cu

E(S;) = E (SO exp ((,u - 02/2) t+ o'Wt)) = Sgexp (ut)E (eXp (—0215/2 + UWt))

= Spexp (ut) E (exp (—o?t/2+ oWy) | Fo) = Spexp (ut) exp (—020/2 + cWo) = S exp (ut) .

Ultima egalitate din estimarea precedentd rezults din faptul cd procesul stochastic M; := exp (—o2t/2 + cW,)
este un proces martingal, el satisficdnd EDS liniara:

th == O'Mtth.
Obtinem astfel cd dispersia pretului activului suport este:
ot ?
E(S; — Spet)? = S2e*ME <exp < + UWt) - 1)

? (25)

%t
= Sge’ME <exp (—0—225 + 20Wt) — 2exp (—02 + th> + 1> )

Tinand cont cd W (t) ~ N(0,t), deducem urmitoarea evaluare a primei medii din formula (25):

E (exp (—0215 + 20Wt)) = E (exp (—0215 + 20\/EX)) = / exp (—0215 + 20\/1%) \/127 exp (—IEQ/Q) dx
o 7r
= \/% exp (—o?t) /_Oo exp (—3(z — 20Vt)? + 20%t) do = et

Proceddm intr-o manierd similard cu cea de a doua medie din formula (25) si gasim ca

E <exp <;O’2t + cht)> =1

D?(S) = S3et (et — 1),

Prin urmare,

2. Presupunem ca procesul (S;)¢>o urmeaza modelul standard Black-Scholes (P* fiind mdsura martingala a
pietei financiare) si considerdm o constantd v € R. Sd se afle valoarea lui v # 1 astfel incat procesul stochastic
{(Sy)7e " };>0 sa fie 0 P*-martingald. Prin r am notat dobanda short term a activului fara risc.

Demonstratie. Considerdm dinamica activului suport ca fiind guvernata de EDS liniard, consideratd sub méasura
martingald P* si in raport cu procesul Wiener transformat W*,

dSt = ’I"Stdt + O'Stth*.
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Definim procesul stochastic ponderat X, dat prin:
Xt = (St)veirt

Acesta satisface EDS

dXy

1
(—rXt +yrX, + 5027@ — I)Xt> dt + yo X dW

1
X (r(v —-1)+ ioz’y('y - 1)) dt + yo X dW (26)

1
Xi(v—1) (r + 202’y> dt + yo X, dWY.
Pentru ca X sa fie martingald este necesar sd avem coeficientul de drift egal cu zero, adica v trebuie sd rezolve

ecuatia
1
(v—1) (7" + 2027> =0.

Cum v # 1, aceasta implicd v = —2r/0?.

Remarcdm cd EDS satisfacutd de X, sau direct, coeficientul sdu de drift, pot fi deduse plecand de la forma
explicitd a solutiei S, de la care putem determina forma explicitd a lui X :

2 2
Xy = (S)e " =5] <exp <(7’ - 02) t+ 0W£">) Texp (—rt) = Sg exp (’y <r - U2> t+ oWy — Tt>
o2
3exp< <7"—> >t—|—*yaWt):Sgexp<<(y—1)r—72)t—&—vaWQ‘)

siew ([0
2 2 2 2 2
= Sgexp<( -1 r—’y—+70 —fyo>t—|—vaWt*>
sien (6

2 2 2

oy
3exp< -1r+ fya Z(y-1) - 5 >t+70Wt*)

1 2 2
= S’gexp<((7—1) (r—i— 2702) - 720 )t—l—’yaWt*).

Prin urmare, X verificd (26), rationamentul privind conditia martingald putand continua in aceeasi manierd ca
fnainte.

Verificdim acum ca X satisface conditiile necesare de integrabilitate ale momentului absolut de ordinul 1.
Ecuatia (26) conduce, in ipoteza cd driftul este acum zero, la solutia explicitd

—2r? 2
XtheXp( 0_; t;Wf*)

Cum X, = Sj > 0, vom arata cd X este o martingala In raport cu P*. Verificdm, pentru inceput, conditia ca
E (] X:|) < oo. Cum, pentru o variabili aleatoare Y ~ N (0, 1) rezultd ca W; = \/tY ~ N(0,t) = v/tN(0,1), avem
cd

—2r2 —2
E(X:) = E(X)=E <X0 exp < i W)> Xo exp < = t> E <exp <0_7"Wt)>
—2r2 —2r —2r2 e —2r 1 —y?
= Xpexp ( = t) Eexp <U\/17,Y) = Xpexp ( 2 t) [00 exp (0\/@) \/—277 exp (2> dy

—2r2 2
= Xoexp< r t—|—rt>=X0<oo.

In concluzie, procesul X este o P*—martingald.

3. Ardtati cd procesul X; := exp (t/2) cos Wy, unde W este un proces Wiener, este o martingald.
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Demonstratie. Fie X; = f(t,W;) = exp (t/2)cosW;. Vom determina dinamica sa folosind formula lui It.
Obtinem astfel:

_(of  10°f of (1 t 1 t t\ .
dX; = <8t+28x2 dt—&—%th— iexp 3 cosWt—§eXp 3 cos Wy | dt — exp 3 sin W, dW,

= —exp (;) sin WydWy.

Acest proces nu are coeficientul de drift si, in plus, termenul de volatilitate are momentul de ordin 2 finit. intr-
adevdr, folosind proprietatea de izometrie a integralei stochastice Ito, se verificd marginirea urmatoare:

t 2 t t
E ((/ — exp (f) sinWdes) ) = / E (es sin? Ws) ds < / E(ef)ds =e' — 1 < oo.
0 2 0 0

In concluzie, procesul X este o martingald.

4. Rezolvati urmdtoarea EDP
of (t,x) o2\ Of(t,x) o2 0%f(t,x)
- — = R
ot (“ 5 ) or to a2 0 tEDTLeER 27)
f(T,z) =e",

folosind formula de reprezentare Feynman-Kag, unde 1 si o sunt doud constante reale.

Demonstratie. Formula lui Feyman-Kag oferd o reprezentare a solutiilor unor clase de ecuatii cu derivate partiale,
folosind proprietatile probabilistice ale proceselor stochastice. Rezultatul Feynman-Kag stabileste cd solutia EDP
(27) poate fi scrisd ca urmétoarea valoare medie conditionata:

ft.x) =B (X | X, =),
unde X este un proces Itd care este solutia urmatoarei EDS liniare:
o2
dX, = (‘u 2> ds+odWs, t<s<T,

Xt:.lf.

T T o2 T
/ dX, = / (u — ) ds +/ odWy
t t 2 t

adicd, folosind conditia initiald X; = z,

Prin integrare, obtinem

2

XT:x+(u—U2) (T —t) + o(Wr — Wy)

Analizand procesul stochastic exponential exp (X7) , vedem cd are exact aceeasi distributie ca si miscarea Brow-
niand geometricd in modelul standard Black-Sholes. Obtinem astfel ca:

2

ft,z) = E(exp(Xy) | X, =2)=E (ex exp (<M - ”2) (T —t) + o(Wy — Wt)>)

= Eexp <x+ <M—U;) (T—t)+U(WT_Wt)> (28)

= exp(z+pu(T —1)).

De asemenea, ar trebui sd verificim ca solutia obtinutd verificd conditia la limitd din ecuatia cu derivate partiale
din enuntul problemei. Avem astfel:
f(T,z) = "0 = ¢”,
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Pentru a finaliza demonstratia, avem in vedere forma explicita (28) a lui f, si obtinem ca:

_ dexp (x4 pu(T —1))

fe(t, @) 5t = —pexp(z+ (T —t)) = —pf(t, z)
foltyr) = PRI _ g0y i foatw) = S(0,)

Prin urmare,

af(t,x) 0%\ 0f(t, ) 20%f(t, )
i, -

g ogJhT)
oz 2 Ox?
0'2 0'2
—uft) + (- G ) f(t.a) + G flt.a) 0.
Prin urmare, solutia obtinuta prin formula (28) este corectd, in sensul cd ea verificd EDP (27).

5. Consideram, in modelul de piatd Black-Scholes, derivatul financiar cu functia de plata

(Sy) = (K — 52)" = max(K — §%,0).

a. Determinati, in modelul de piatd fard arbitraj, formula pretului derivatului financiar, la orice moment
0<t<T.
b. Identificati portofoliul replicant al derivatului financiar, adicd gasiti o strategie autofinantantd care sa

implice activul suport si contul de economii fard risc, care sa replice corect valoarea derivatului financiar la
momentul de maturitate 7.

Demonstratie.

a. Sub mdsura martingald P* a pietei financiare Black-Scholes avem cd activul suport are urmaétoarea reprezentare,
in raport cu procesul Wiener transformat W*,

o= srom [+ 2 ) @0+ ot ).

Conform formulei de evaluare la risc neutru, costul derivatului financiar II; = F'(t, S;) este dat de urmitoarea
medie conditionata:

F(t,S) = e " T 9Ep. (II(S7) | F;) = e " T DEp. (TI(S7) | S;)
= e "T-)Ep. (max(K — 52,0) | ;)
T

2
= e "T-DEp. ((K — S2exp <2 - 02) (T —t)+20(W5 — W;)))

Loxp((ro02/2) Tty +a (Wi W) <(VE/S:) | St)

ovT—t

0.2
= efT(T*t)E]P’* ((K — Stz exp <2 (T — 2) (T — t) -+ 20\/ T —t- Z)) . 1ZSm(\/f/st),(T,C,Q/gﬂT,t) | St) 5

unde Z ~ N(0,1).

Notam cu

si exprimdm media din formula lui F’ sub forma unei integrale:

19



dy 2 dy 2
F(t,S;) = efr(Tft)\/%/ioo exp (7332/2) dxr — \/52% exp ((r —o?)(T — t)) [m exp (2x0\/T —t— £62> dx
dy
e_’“(T_t)\/%/ exp (—z%/2) dw
TJ -0
S? “ 1
——exp ((r—o?)(T —t)) / exp ( (—4zoVT —t+ 2® + 40%(T — t) — 40*(T — t))) dx
V2r . 2
dy
e_’“(T_t)\/%/ exp (—z%/2) dw
TJ -0
S? “

exp ((r —a)(T — t)) /

o - exp (; (z—20VT — t)Q) exp (20%(T — t)) da

2

d 2o TE
= e*T(T*t)L/ 1 exp (—2?/2) dz — 5i exp ((r+o?)(T — 1)) /d1 . texp L)
V2T s V2T o 2

(Tt | . N(dy) — St26(r+02)(T*t) - N(dy — 20T —t)

)

unde N este functia de repartitie normald standard.

b. Fie acum
h:= (hy, hs)

o strategie autofinantantd, cu valoarea portofoliului
V(t) = ho(t) Bt + hs () St.
Conditia de autofinantare conduce la dinamica lui V' data de
dV (t) = hyp(t)dBy + he(t)dS;.

Vrem acum sd alegem hy, si hs astfel incat V' si pretul derivatului financiar sa aiba aceeasi dinamica. Conditia de
replicare conduce la faptul ca putem alege

7]
hs(t) = ais,tF(t, St)

si, din moment ce ar trebui sd avem V; = F(¢, S;), obtinem
F(t, S S 0 F(t, S
_ F(t7St) _hs(t)St _ ( ’ t) T Ptaa ( ’ t)

05,
hy(t) = B = B,

Folosind valoarea lui F, obtinutd la punctul precedent, deducem

hs(t) = (’%}F(t’ Sy) = —2Sexp ((r+ o) (T — 1)) - N(dy — 20T — 1)

e " T=K - N(dy) — (S —252)exp ((r + o) (T —t)) - N(d1 — 20T — t)

ert

ho(t) =

e " TDK - N(dy) + SFexp ((r +0)(T — 1)) - N(dy — 20T — 1)

e'rt

O altd metodd de obfinere a rezultatului dorit este formula lui It6, aplicatd functiei IT, = F'(¢, S;). Mai precis,
obtinem cd aceasta verifica urmétoarea EDS neliniara:
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0 0282 92 0

dll, = <atF(t, Sy) + . a—SfF(t, St)) dt + T&F(t’ Si)dS;
0 0282 92 rBy, 0
0 oSz 9?2 1 0

Prin urmare, definim componentele portofoliului replicant astfel:

0 5252 92 1
h(t) = ((%F(t,st)+2 ~8S§F(t,St)> —
0
hs(t) = T&F(t’st)

si obtinem cd valoarea portofoliului V' si costul derivatului financiar IT au aceeasi dinamicad. Putem simplifica in
continuare utilizand V;, = IT, = F'(t, S;) (ceea ce rezulta si din faptul cd F satisface EDP Black-Sholes) si obtinem
in final faptul ca

CF(t,S) —heSp

0S5,
By By

Demonstratia este, in acest moment, incheiata.

F(t,S;) — StiF(t, St)
hy (1) )

6. Presupunem cd avem o piatd format dintr-un activ riscant S(*) si un cont bancar S, ce au dinamica,
sub P,

dSt(l) = /.L1St(1)dt + St(l)(a'uth(l) + 0’12th(2))

ds” = s,

unde Wt(l) si Wt(Q) sunt doud miscdri Browniene standard, independente. Vom demonstra ca modelul este fara

arbitraj dar incomplet, adicd existd mdsura martingald a pietei financiare, insd aceasta nu este unica.
(1)

a. Aratati cd pretul corect al derivatului financiar X = ®(S;’), cu maturitatea T, nu depinde de modul in

care alegem mdsura martingald.

b. Evaluati pretul creantei (derivatului financiar) ¥ = 1 WKy (un contract care pldteste o unitate mon-
T

etard la momentul 7" doar daca W;Q) > K). Cum interpretati acest rezultat in comparatie cu ce s-a obtinut la

punctul precedent?
C. Aratati cd, addugand in piata financiard incd un activ riscant, S () ce are, sub P, dinamica dati de urmi-
toarea EDS liniara:
dS? = 1SP dt + 0225 aW
atunci piata va fi fard arbitraj si, in plus, completa.
Demonstratie.

a. Indiferent de alegerea masurii martingale Q, avem ca .S (1) va avea dinamica, sub Q,
dSM = rSMdt + S (011 dW P 4 o 1dW P,
unde WM-Q si W(2):Q sunt miscérile Browniene standard sub Q, obtinute prin transformarea clasicd prezentata

in cazul obtinerii masurilor martingale pentru modelul financiar considerat. Prin urmare, obtinem cd activul
suport riscant S(*) va avea urmatoarea reprezentare explicita:

2 2
S = 5W exp <<7~ -~ ; “12) (=) + o (W0 = w9 o (WP - Wt(2)’Q)> :

proces stochastic care are aceeasi distributie ca si

2 2
S exp <(r - 011_5012> (T —t)+ /o +0LVT —t Z) , unde Z ~ N(0,1).
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Astfel, folosind formula de evaluare la risc neutru, pretul la momentul ¢, ﬂt(é(S(Tl))) al derivatului financiar cu
maturitatea T si cu functia de platd <I>(S(T1 )) este dat de

m(@(s) = Bg (eI 0est) | 7)

0o 2 2 —22/2
_ efr(Tft)/ P (St exp ((r _ "11;“12) (T —t)+ /ol +o3VT —t z>> eﬁ dz,
— o s

valoarea obtinutd fiind indiferentd de alegerea méasurii martingale Q.

b. Dinamica, sub Q, a miscarii Browniene W () este data de:
aw? = aw P _ gy (t)dt
unde ¢; (t), g2(t) sunt functii care satisfac ecuatia
w1 — o1191(t) — o1292(t) =, pentru 0<t<T. (29)

De asemenea, aceste functii verificd conditia de integrabilitate

Ep (exp </OT —91(5)2 ;rgg(s)z ds)) < 00.

Este clar cd ecuatia functionald (29) nu admite solutie unicd. Doud posibilitati de alegere pentru functiile g; si g2
astfel incat acestea sd verifice ecuatia (29) sunt:

(91(), 92(t)) = (M - r,O) , respectiv. (g1(t), g2(t)) = (0, = r) .

011 012

Aceste doud alegeri vor furniza preturi diferite ale derivatului financiar 1 mai exact

er(}) s

w2 -k - M0y

(V)= TT-ON (VVE_K> si, respectiv, 72 (V) =e "IN g1z
! Tt ' S Tt
C. Perechea de functii (g1 (¢), g2(t)) trebuie sa rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare:
—ong1(t) = o12g2(t) =7 — 0)
—09292(t) =1 — 2
in ipoteza cd 011, 022 # 0, sistemul (30) admite o solutie unica:
H1—T—=0 2”2 7
—Tr—o01
022 . B2 —T
91(t) o g ot)="—
Demonstratia este completa.
7. Dat un Call European C si un Put European P, ambele avand acelasi activ suport, acelasi moment de

maturitate 1" si acelasi pret de exercitare K, ardtati ca
Ac—Ap=1.

Demonstratica I'p = T'c.

Demonstratie. Din formula de paritate Put-Call, avem ca
Ct - Pt = St — Ke_T(T_t),
pentru orice ¢ € [0,7]. Cum operatorul A = dv/9S este un operator liniar, rezultd imediat ci

Ac_p=Ac—Ap=1

22



Dar, pe de altd parte,
Ac = e M T=VN(d)) = N(d,)

deoarece, activul suport fiind neplatitor de dividende, ¢ = 0. Prin urmare,
Ap=N(d1)—1=—-(1=N(dy1))=—-N(-dy).
Avand in vedere cd formula indicelui Gamma este I' = 0A /0SS, rezultd concluzia dorita:

N(dy)
Ac=Ap= —FT—.
© P SovT —t

Demonstratia este incheiata.
8. Arétati ca
0p =0c + T‘Ke_r(T_t),

unde C si P reprezintd optiuni de cumpadrare, respectiv de vanzare, ce au acelasi activ suport, datd de maturitate
si pret de exercitare. Determinati formula explicitd a indicelui 6p.

Demonstratie. Din formula de paritate rezultd ca

_ v _9(C—P) O(Si—Ke"TY) —r(T-1)
ec_p = a = o1 = ot =—rKe .

Liniaritatea operatorului de diferentiere conduce la:

0p = Oc+rKe Tt = —%N(dl) —rKe "IN (dy) + rKe T
= —$N(d1) +rKe " T=Y (1 — N(dy)) = —iN(dl) +rKe " T=ON (—dy) .
2VT —t 2VT —t
Demonstratia este incheiata.
Probleme propuse.
1. Consideram urmdtoarea variantd a modelului Ornstein-Uhlenbeck: presupunem cd pretul unui activ su-

port riscant are dinamica datd de EDS
dS, = pSidt + odWy, SpeR, t>0.
Determinati probabilitatea ca, la un moment ¢; > 0, S sd devina negativ, adica
P (S <0).
Exemplificati pentru Sp = 100, ¢ = 0.10, o = 30.

2. Stabilim L ca fiind variabila aleatoare ce masoara castigul / pierderea unei activitdti investitionale in mod-
elul de piatd fara arbitraj Black-Scholes. Valoarea la risc, la nivelul de incredere « se defineste ca fiind urmatoarea
cantitate: o

v .—1nf{33.]P’(L <z)> 100}.
Calculati v pentru o = 5, unde L este pierderea posibild cauzatd de o investitie intr-o singurd unitate de activ
suport S (stock), achizitionatd la pretul Sy = 100 si vandutd la pretul St, in conditia in care y = 0.10, 0 = 0.40 si
T=1.

3. Consideram modelul Bachelier, adicd presupunem cd pretul activului suport este dat de formula explicita:
St =S80+ pt+oWy, t>0,

iar rata dobanzii pentru activul neriscant este r = 0. Determinati formula pretului, la momentul ¢t = 0, al unui
derivat de tip Call European ce are ca activ suport activul mentionat mai sus.
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4. Consideram cé pretul unui activ suport verificd EDS liniara:
dsS; = o) (t) Sidt + o (t) Stth, Sy € R, t>0, (31)

iar functiile coeficient y si o sunt continue si marginite. Ardtati cd procesul stochastic

S, = Spexp (/Ot <M (s) — %(72 (s)) ds + /Ota(s) dWS)

este UNICA solutie a dinamicii (31).

Demonstratie (idee). Presupunem, prin metoda reducerii la absurd, cd S; si S2 sunt doud posibile solutii pentru
(31). Scriem (31) sub forma integrald pentru cele doud procese S si S2, scidem ecuatiile, ridicim diferenta la
pétrat, iar argumente precum (a + b)2 < 2a? 4 2b%, proprietatea de izometrie a integralei stochastice si Lema lui
Gronwall conduc la rezultatul dorit.

5. Fie W si W? doud procese Wiener independente si p € [—1,1] o constanta datd. Demonstrati ca coeficien-
tul de corelatie intre variabilele aleatoare

wWhooosi pW 1= p2WP
este p, pentru orice ¢t > 0.

6. Presupunem ci pretul S al unui activ suport in modelul de piatd financiara Black-Scholes evolueazd dupa
0 miscare Browniand geometrica, ce are coeficientul de drift ¢ = 0.30 si cel de volatilitate ¢ = 0.20. Pretul la
momentul initial este presupus a fi Sy = 100$. Presupunem ca rata anuald a dobanzii lipsite de risc (short term
interest rate) pentru contul bancar este r = 0.025.

a. Determinati repartitia pretului activului suport la momentul 7' = 2 ani. Care este media si dispersia vari-
abilei aleatoare S;, pentru fiecare moment ¢ € [0,7]?

b. Care este probabilitatea ca acest pret sd fie cuprins intre 95 si 105?

c. Calculati pretul la momentul initial al unui derivat financiar ce conferd detindtorului sdu dreptul de a vinde
la paritate (adicd cu pretul de exercitare K = Sy = 1003) activul suport la momentul de maturitate 7' = 2 ani.

d. Calculati pretul la momentul initial al unui derivat financiar ce conferd detindtorului sdu dreptul de a
cumpara la paritate activul suport la orice moment premergédtor momentului de maturitate 7" = 2 ani. Ce puteti
spune despre contractul similar ce ofera celui aflat in pozitia short dreptul de a vinde activul suport, in aceleasi
conditii referitoare la momentul de exercitare a derivatului financiar.

e. Determinati indicele de senzitivitate care masoard rata de variatie a valorii contractului de la punctul (c), in
raport cu pretul activului suport.
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