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Conf. dr. habil. Eduard Rotenstein

1 Comportamentul asimptotic al modelului Cox-Ross-Rubinstein

Determinăm formula de evaluare a preţului opţiunilor în modelul Black-Scholes, prin studierea comportamen-
tului asimptotic al modelului CRR, alegând convenabil şirul de modele binomiale.

Fie T > 0 fixat, arbitrar ales şi, pentru fiecare n de forma n = 2k; considerăm partiţia intervalului [0; T ] în n
subintervale de lungime�n = T=n :

Ij = [j�n; (j + 1)�n]; 8j = 0; n� 1:

Introducem, pentru început, factorul de acumulare modificat. Pentru aceasta, pe fiecare interval Ij vom nota cu
rn dobânda instantanee corespunzătoare acestui interval, iar preţul activului fără risc este dat de şirul (Bn)n de
conturi de economii (savings accounts):

Bnj�n
= (1 + rn)

j
; 8j = 0; n:

Pentru fiecare n presupunem că preţul stocului Sn se poate aprecia pe intervalul Ij cu rata un sau deprecia cu
rata dn; putându-se reprezenta prin:

Sn(j+1)�n
= �nj+1S

n
j�n

; 8j = 0; n� 1;

unde, pentru întregii fixaţi j şi n, �nj este o variabilă aleatoare repartizată Bernoulli cu valorile un şi dn : Putem
presupune că pentru fiecare n, variabilele aleatoare independente �nj ; j = 1; n sunt definite pe acelaşi câmp de
probabilitate (
n;Fn;Pn) şi

Pf�nj = ung = pn = 1� Pf�nj = dng; 8j = 1; n, pentru pn 2 (0; 1):

Observaţia 1.1 Pentru a asigura convergenţa modelului CRR la modelul Black-Scholes (BS) impunem următoarele condiţii
restrictive privitoare la comportamentul asimptotic al cantităţilor rn; un şi dn (Parametrizarea CRR din Capitolul 2):

1 + rn = e
r�n ; un = e

�
p
�n ; dn = u

�1
n ; unde r � 0; � > 0 sunt constante date. (1)

Remarcăm că, pentru fiecare n > r2��2T avem că dn = u�1n < 1 + rn < un; iar modelul CRR (Sn; Bn;�n)
este fără arbitraj, pentru n suficient de mare. În plus, prin calcule elementare obţinem:

limn!1 p�;n = limn!1
1 + rn � dn
un � dn

= limn!1
er�n � e��

p
�n

e�
p
�n � e��

p
�n

=
1

2
şi

limn!1 �pn = limn!1
p�;nun
1 + rn

=
1

2
:

Studiem în continuare comportamentul asimptotic al preţului unei Opţiuni de Call European, atunci când n !
1: Presupunem t = jT=2k şi considerăm şirul

mn (t) =
n (T � t)

T
; 8n 2 N;

remarcând cămn (t) 2 N pentru n = 2l suficient de mare. În plus,

T � t = mn (t)�n şi lim
n!1

(1 + rn)
�mn(t) = lim

n!1
e�r�nmn(t) = e�r(T�t):
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Cantitatea mn (t) reprezintă numărul de perioade de tranzacţionare pe intervalul [t; T ] (pentru l suficient de
mare). Definim, la momentul t, pentru activul cu risc s := St = ST�mn(t)�n

cantitatea

bn (t) := inf
n
j 2 N� : sujndmn(t)�j

n > K
o
: (2)

Teorema următoare furnizează formula clasică Black-Scholes de evaluare a preţului opţiunilor de vânzare şi de
cumpărare europene, instrumentul utilizat fiind comportamentul asimptotic al modelului CRR.

Teorema 1 Pentru fiecare punct diadic t 2 [0; T ] are loc:

lim
n!1

mn(t)X
j=bn(t)

Cjmn(t)

n
St�p

j
n�q
mn(t)�j
n �Kr̂�mn(t)

n pj�;nq
mn(t)�j
�;n

o
= Ct ;

unde q�;n = 1� p�;n şi �qn = 1� �pn. În plus, Ct este dat de formula Black-Scholes:

Ct = StN (d1 (St; T � t))�Ke�r(T�t)N (d2 (St; T � t)) ;
unde funcţiile d1 şi d2 sunt definite astfel:

d1 (s; t) :=
ln (s=K) +

�
r + 1

2�
2
�
t

�
p
t

şi d2 (s; t) := d1 (s; t)� �
p
t =

ln (s=K) +
�
r � 1

2�
2
�
t

�
p
t

:

Funcţia N este funcţia de repartiţie Gaussiană standard:

N (x) =
1p
2�

xZ
�1

e�u
2=2du; 8x 2 R:

Demonstraţie. Fie St = s valoarea generică a preţului activului suport la momentul t: Primul pas constă în
demonstrarea următoarei egalităţi:

lim
n!1

mn(t)X
j=bn(t)

Cjmn(t)
�pjn (1� �pn)

mn(t)�j = N (d1 (s; T � t)) : (3)

Observăm iniţial că
mn(t)X
j=bn(t)

Cjmn(t)
�pjn (1� �pn)

mn(t)�j = Q fbn (t) � 
n � mn (t)g ;

unde, pentru fiecare întreg n, variabila aleatoare 
n � B (mn (t) ; �pn) sub măsura de probabilitate Q. Notăm
�n :=

p
�pn (1� �pn) şi considerăm variabila aleatoare normalizată

�
n =

n � EQ (
n)p
V arQ (
n)

=

n �mn (t) �pnp
mn (t) �pn (1� �pn)

=

Pmn(t)
j=1

�
&nj � �pn

�
�n
p
mn (t)

;

unde &nj ; j = 1; :::; n sunt variabile aleatoare independente, identic repartizate B (�pn) :
Qf&nj = 1g = �pn = 1�Qf&nj = 0g:

Teorema Limită Centrală conduce la convergenţă în repartiţie a şirului de variabile aleatoare f�
ngn2N :

�
n
rep! Z � N (0; 1) ; pentru n!1:

În plus, avem că

lim
n!1

mn (t)�mn (t) �pnp
mn (t) �pn (1� �pn)

= lim
n!1

q
mn (t) �p

�1
n (1� �pn) = +1:

Pe de altă parte, utilizând definiţia lui bn (t), (2), obţinem, datorită formei reprezentării Cox-Ross-Rubinstein,
un = e

�
p
�n şi dn = u�1n ;

su
bn(t)
n d

mn(t)�bn(t)
n � K () bn (t) lnun + (mn (t)� bn (t)) ln dn � ln (K=s)

() bn (t) (lnun � ln dn) � ln (K=s)�mn (t) ln dn

() bn (t) (�
p
�n + �

p
�n) � ln (K=s) +mn (t)�

p
�n

() bn (t) �
ln (K=s) +mn (t)�

p
�n

2�
p
�n

;

2



ultima relaţie devenind aproape egalitate pentru n suficient de mare. Prin urmare, obţinem:

limn!1
bn (t)�mn (t) �pnp
mn (t) �pn (1� �pn)

= limn!1

ln (K=s) +mn (t)�
p
�n

2�
p
�n

�mn (t) �pnp
mn (t) �pn (1� �pn)

= = limn!1
ln (K=s) +mn (t)�

p
�n (1� 2�pn)

2�
p
mn (t)�n�pn (1� �pn)

=
ln (K=s)�

�
r + �2=2

�
(T � t)

�
p
T � t

= �d1 (s; T � t)

deoarece
lim
n!1

mn (t)
p
�n (1� 2�pn) = � (T � t)

� r
�
+
�

2

�
:

Convergenţa în repartiţie a şirului de variabile aleatoare f�
ngn2N la o repartiţie normală şi relaţia 1 � N (x) =
N (�x), 8x 2 R, conduce la

lim
n!1

Q fbn (t) � 
n � mn (t)g = 1�N (�d1 (s; T � t)) = N (d1 (s; T � t)) ;

adică formula (3) este demonstrată. Într-o manieră similară, se demonstrează că

lim
n!1

mn(t)X
j=bn(t)

Cjmn(t)
pj�;n (1� p�;n)

mn(t)�j = N (d2 (s; T � t)) :

Membrul stâng al egalităţii anterioare se poate scrie sub forma

mn(t)X
j=bn(t)

Cjmn(t)
pj�;n (1� p�;n)

mn(t)�j = Q fbn (t) � 
�n � mn (t)g

unde, pentru fiecare întreg n, variabilele aleatoare 
�n � B (mn (t) ; p�;n) sub probabilitatea Q. Prin calcule
asemănătoare cazului anterior obţinem

lim
n!1

bn (t)�mn (t) p�;np
mn (t) p�;n (1� p�;n)

= �d2 (s; T � t) şi

lim
n!1

Q fbn (t) � 
�n � mn (t)g = 1�N (�d2 (s; T � t)) = N (d2 (s; T � t)) ;

demonstraţia fiind în acest moment încheiată.

2 Modelul continuu Black-Scholes

Considerăm în cele ce urmează o piaţă financiară ideală, adică o piaţă în care tranzacţiile au loc în timp continuu,
nu sunt restricţii la credite sau depozite, dobânzile sunt egale, şi nu sunt taxe sau costuri la tranzacţionarea
activelor financiare. Ca şi în situaţiile anterioare există două active tranzacţionabile în acest model de piaţă
financiară, tranzacţiile şi dinamica preţului fiind date în timp continuu. Cele două active sunt caracterizate prin:

1. activul primar fără risc corespunde unui cont de economii (savings account, a money market account, a risk-free
bond), pentru care dobânda instantanee, la vedere (short-term interest rate), r, este constantă pe intervalul
[0; T ]. Acest activ este continuu compus în timp, dinamica sa fiind guvernată de ecuaţia diferenţială deter-
ministă

dBt = rBtdt; B0 = 1;

cu soluţia explicită Bt = ert; t 2 [0; T ] : Considerăm spre exemplu un instrument de trezorerie, nepurtător
de dividende (zero-coupon bond), cu maturitatea T; al cărui preţ la maturitate valorează o unitate monetară,
şi a cărui valoare la momentul t 2 [0; T ] este

B (t; T ) = e�r(T�t); 8t 2 [0; T ] :

Pentru orice moment T fixat, preţul bond-ului satisface ecuaţia diferenţială

dB (t; T ) = rB (t; T ) dt; B (0; T ) = e�rT :
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2. activul cu risc (underlying stock asset), care va juca rolul activului suport pentru derivatele financiare tranza-
cţionate, şi a cărui evoluţie în timp continuu este dată de procesul (St)t2[0;T ] ce satisface ecuaţia diferenţială
(pe scurt, EDS) liniară:

dSt = �Stdt+ �StdWt; S0 > 0; (4)

unde � > 0 este rata de apreciere a preţului activului, � > 0 este volatilitatea şi S0 este preţul său iniţial.
Ecuaţia anterioară admite o soluţie unică, a cărei formă explicită este dată prin următorul rezultat.

Propoziţia 2.1 Ecuaţia (4), scrisă sub formă integrală

St = S0 +

Z t

0

�Sudu+

Z t

0

�SudWu ; 8t 2 [0; T ]

admite o soluţie unică dată prin formula

St = S0 exp

�
�Wt +

�
�� 1

2
�2
�
t

�
; 8t 2 [0; T ] : (5)

Demonstraţie. Folosind formula lui Itô se arată că procesul stochastic definit prin (5) satisface ecuaţia (4). Fie

dXt =

�
�� 1

2
�2
�
dt+ �dWt:

Considerând funcţia g : R! R; g (x) = S0ex; avem că St = g (Xt) şi

dSt = dg (Xt) =

�
0 + S0e

Xt

�
�� 1

2
�2
�
+
1

2
S0e

Xt�2
�
dt+ S0e

Xt�dWt

=

�
St

�
�� 1

2
�2
�
+
1

2
St�

2

�
dt+ St�dWt = St (�dt+ �dWt) :

Unicitatea soluţiei rezultă datorită faptului că ecuaţia (4) are coeficienţii Lipschitz.

Observaţia 2.1 Este important de subliniat faptul că

FWt = � fWu : u � tg = � fSu : u � tg = FSt ;

adică filtrarea generată de preţul activului suport considerat coincide cu filtrarea naturală a mişcării Browniene W; adică
FS = FW = F:

Definim acum procesul auxiliar

Mt := exp

�
�Wt �

1

2
�2t

�
; 8t 2 [0; T ] (6)

şi demonstrăm că el este un caz particular de proces stochastic.

Propoziţia 2.2 ProcesulM definit prin (6) este o martingală, sub măsura de probabilitate P; în raport cu filtrarea F:

Demonstraţie. Observăm că

EP
�
e�(Wt�Wu)jFu

�
= EP

�
e�(Wt�Wu)

�
= exp

�
1

2
�2 (t� u)

�
deoareceWt �Wu � N (0; t� u) : Cum

St = e
�tMt;

avem, pentru fiecare u � t � T;

EP (StjFu) = EP
�
e�tMtjFu

�
= e�tMu = Sue

�(t�u):

Prin urmare, preţul activului suport S este o martingală sub probabilitatea P, în raport cu filtrarea F, dacă şi
numai dacă rata de apreciere � este 0:

Dacă � > 0 (respectiv, � < 0) atunci obţinem

EP (StjFu) > Su (resp. < Su), pentru 8t > u;

adică preţul stocului (activului suport) S este o submartingală (respectiv, o supramartingală) sub măsura de
probabilitate subiectivă P:
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3 Strategii de schimb autofinanţante; măsuri martingale pentru o piaţă in-
stantanee, la vedere (spot market)

În cele ce urmează vom utiliza tot instrumentul portofoliilor replicante pentru a modela preţul Opţiunilor Call
şi Put Europene. Ideea avută în vedere vizează asigurarea lipsei oportunităţilor de arbitraj în piaţa financiară
considerată, la fel ca şi în cazul modelului binomial. Vom studia apoi modul în care putem schimba, în mod
convenabil, măsura de probabilitate subiectivă, pentru a obţine o unică măsură de probabilitate, în raport cu
care vom evalua preţurile derivatelor financiare tranzacţionabile.

Definiţia 1

� Prin strategie de schimb înţelegem o pereche de procese stochastice progresiv măsurabile � = (�1; �2) ; definite pe
spaţiul de probabilitate (
;F ;P) :

� Spunem că o strategie de schimb � = (�1; �2) este autofinanţantă pe intervalul [0; T ] dacă valoarea portofoliului

Vt (�) := �
1
tSt + �

2
tBt ; 8t 2 [0; T ]

satisface condiţia

Vt (�) = V0 (�) +

Z t

0

�1udSu +

Z t

0

�2udBu ; 8t 2 [0; T ] ;

prima integrală fiind interpretată în sens Itô, iar a doua în sens Lebesgue.

(Vom nota cu � mulţimea strategiilor autofinanţante, mulţime ce nu coincide cu R2; după cum se poate observa din
modelul de suicid al lui Harrison & Pliska, 1981).

În mod uzual, considerăm activul neriscant ca factor de actualizare a preţurilor şi vom nota S� := S=B preţul
actualizat al acţiunilor de stoc (discounted stock price). Obţinem că, pentru orice t 2 [0; T ],

S�t = S
�
0 exp

�
�Wt +

�
�� r � 1

2
�2
�
t

�
;

adică, echivalent, S� este soluţia unică a EDS liniare

dS�t = (�� r)S�t dt+ �S�t dWt ; S�0 = S0 ;

iar proprietatea martingală a lui S� sub P poate fi analizată în aceeaşi manieră ca şi în cazul lui S:

Definiţia 2 O măsură de probabilitate P� pe (
;F) ; echivalentă cu P; se numeşte măsură martingală pentru S� dacă S�

este o martingală locală sub P�:

Definiţia 3 O măsură de probabilitate P� pe (
;F) ; echivalentă cu P; se numeşte o măsură martingală pentru piaţa la
vedere (spot martingale measure) dacă valoarea actualizată a portofoliului V �t (�) := Vt (�) =Bt oricărei strategii autofi-
nanţante � este o martingală locală sub P�:

Are loc următorul rezultat de caracterizare a măsurilor martingale din pieţele la vedere.

Lema 3.1 O măsură de probabilitate pe câmpul (
;F) este o măsură martingală spot dacă şi numai dacă este o măsură
martingală pentru S�:

Demonstraţie. Fie o strategie de schimb � 2 �: Utilizăm formula lui Itô şi obţinem (deoarece funcţia deterministă
ce guvernează activul sigur conduce şi la dinamica dB�1t = �rB�1t dt):

dV �t = d
�
VtB

�1
t

�
= VtdB

�1
t +B�1t dVt =

�
�1tSt + �

2
tBt
�
dB�1t +B�1t

�
�1tdSt + �

2
tdBt

�
= �1t

�
StdB

�1
t +B�1t dSt

�
+ �2t

�
BtdB

�1
t +B�1t dBt

�
= �1td(StB

�1
t ) + �2t

�
�BtrB�1t +B�1t rBt

�
dt

= �1tdS
�
t ;

adică, scriind sub formă integrală, avem

V �t (�) = V
�
0 (�) +

Z t

0

�1udS
�
u ; 8t 2 [0; T ] :
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Cum integrala stochastică Itô este o martingală locală obţinem rezultatul dorit.

Prezentăm în cele ce urmează un rezultat fundamental, care ne descrie modul de schimbare a măsurilor de
probabilitate (echivalente) pe spaţiul de probabilitate considerat. De asemenea, vom obţine un proces Wiener
transformat, în raport cu care dinamica preţului actualizat devine un proces martingal, sub noua măsură de
probabilitate martingală construită.

Lema 3.2 Unica măsură martingală P� pentru S� este dată de derivata Radon-Nikodym:

dP�

dP
= exp

 
r � �
�

WT �
1

2

(r � �)2

�2
T

!
; P�a:s:

Sub această măsură martingală P�; preţul actualizat S� satisface ecuaţia diferenţială stochastică liniară

dS�t = �S
�
t dW

�
t ;

iar procesul
W �
t =Wt � (r � �)��1t; t 2 [0; T ]

este o mişcare Browniană pe (
;F ;P�):

Preţul actualizat S� este, sub măsura P�, o martingală strict pozitivă deoarece, pentru orice t 2 [0; T ],

S�t = S
�
0 exp

�
�W �

t �
1

2
�2t

�
= S�0M

�
t ;

undeM� este definit prin formula (6), cu procesul WienerW înlocuit deW �: Preţul activului suport la momentul
t este deci dat de formula explicită

St = S
�
tBt = S0 exp

�
�W �

t +

�
r � 1

2
�2
�
t

�
;

adică el verifică EDS liniară
dSt = rStdt+ �StdW

�
t ; S0 > 0:

Este important de subliniat faptul că
F = FW = FW

�
= FS = FS

�
;

ceea ce spune că informaţiile din piaţa financiară aduse de către cele două procese Wiener (şi, în consecinţă, de
procesul preţului şi procesul actualizat în raport cu un activ neriscant, determinist) coincid.

Definiţia 4 O strategie � 2 � se numeşte P��admisibilă dacă V �t (�) := B
�1
t Vt (�) este o martingală sub P�: Notăm cu

� (P�) mulţimea strategiilor P��admisibile. Tripletul

MBS := (S;B;� (P�))

este numit modelul de piaţă fără arbitraj Black-Scholes.

Următorul rezultat oferă o metodă de calcul a preţului de arbitraj, folosind metoda mediei condiţionată sub
măsura martingală, a oricărui derivat financiar european.

Lema 3.3 Fie X un derivat financiar european, replicabil, cu momentul de maturitate T . Dacă ne situăm în modelul
MBS , atunci, la fiecare moment anterior maturităţii, preţul său corect, de arbitraj (notat cu �t (X)) este dat de:

�t (X) = BtEP�
�
B�1T XjFt

�
; 8t 2 [0; T ] :

Demonstraţie. Fie � o strategie admisibilă, replicantă pentru derivatul financiar X: Pentru orice t 2 [0; T ], avem,
conform Lemei (3.1),

�t (X)

Bt
=
Vt (�)

Bt
= V �t (�) = EP� (V �T (�) jFt) = EP�

�
B�1T VT (�) jFt

�
= EP�

�
B�1T XjFt

�
;

adică �t (X) = BtEP�
�
B�1T XjFt

�
, iar demonstraţia este încheiată.
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4 Formula Black-Scholes de evaluare a preţului în timp continuu

Vom considera o opţiune de tip Call European având ca activ suport un activ primar (stoc) S ce nu plăteşte
dividende, cu maturitatea T şi preţul de exercitare K. Funcţia de plată (şi preţul opţiunii) la momentul T este,
aşa cum se ştie, (ST �K)+ : Fie funcţia c : R+ � (0; T ]! R definită prin

c (s; t) := sN (d1)�Ke�rtN (d1) ; (7)

unde N este funcţia de repartiţie normală standard şi

d1;2 := d1;2 (s; t) =
ln (s=K) +

�
r � �2=2

�
t

�
p
t

: (8)

Notăm în continuare prin Ct preţul de arbitraj (arbitrage price, fair price) al unui Call European, considerat în
modelul continuu Black-Scholes.

Enunţăm şi demonstrăm în cele ce urmează rezultatul principal al acestei secţiuni.

Teorema 2 La fiecare moment t < T; preţul de arbitraj al Opţiunii de Call European (cu maturitatea T şi preţul de
exercitareK) este dat de formula

Ct = c (St; T � t) ; 8t 2 [0; T ] ;
unde funcţia c : R+ � (0; T ]! R este definită prin formula (7). Mai explicit, avem, pentru fiecare t < T ,

Ct = StN (d1 (St; T � t))�KB (t; T )N (d2 (St; T � t)) ; (9)

cu cantităţile d1;2 definite prin (8). În plus, unica strategie replicantă admisibilă � =
�
�1; �2

�
pentru Opţiunea de Call

European este

�1t =
@c

@s
(St; T � t) = N (d1 (St; T � t))

şi
�2t = e

�rt �c (St; T � t)� �1tSt� :
Demonstraţie. Vom prezenta două metode de demonstraţie: prima metodă se bazează pe determinarea directă a
strategiei replicante alături de preţul opţiunii, iar cea de a doua abordare utilizează formula de evaluare în caz
de risc neutru; având determinat preţul opţiunii putem obţine apoi portofoliul replicant.

Metoda 1. Presupunem că preţul opţiunii, notat cu Ct; se poate reprezenta sub forma Ct = v (St; t), pentru o
funcţie v : R+ � (0; T ]! R şi că strategia replicantă căutată are forma

�t =
�
�1t ; �

2
t

�
= (g (St; t) ; h (St; t)) ;

pentru t 2 [0; T ] ; unde g; h : R+ � (0; T ] ! R sunt funcţii necunoscute. Cum strategia � este autofinanţantă,
atunci valoarea portofoliului

Vt (�) = g (St; t)St + h (St; t)Bt = v (St; t) (10)

satisface ecuaţia diferenţială

dVt (�) = g (St; t) dSt + h (St; t) dBt

= (�� r)Stg (St; t) dt+ �Stg (St; t) dWt + rv (St; t) dt
(11)

deoarece din a doua egalitate din (10) obţinem că

�2t = h (St; t) = B
�1
t (v (St; t)� g (St; t)St) :

Căutăm în continuare funcţia v ca aparţinând spaţiuluiC2;1 ((0;1)� (0; T )) :Aplicăm formula lui Itô şi obţinem:

dv (St; t) =

�
v0t (St; t) + �Stv

0
s (St; t) +

1

2
�2S2t v

00
ss (St; t)

�
dt+ �Stv

0
s (St; t) dWt :

Împreună cu (11) obţinem, aplicând formula lui Itô procesului Y := v (St; t)� Vt (�),

dYt =

�
v0t (St; t) + �Stv

0
s (St; t) +

1

2
�2S2t v

00
ss (St; t)

�
dt+ �Stv

0
s (St; t) dWt

+(r � �)Stg (St; t) dt� �Stg (St; t) dWt � rv (St; t) dt:
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Dar, conform formulei (10), dYt = 0 şi, datorită unicităţii descompunerii canonice a semimartingalelor continue,
termenul de difuzie din descompunerea anterioară a procesului Y dispare. Aceasta înseamnă că, pentru orice
t 2 [0; T ], Z t

0

�Su (g (Su; u)� v0s (Su; u)) dWu = 0; 8t 2 [0; T ] ;

sau, echivalent, în virtutea proprietăţilor integralei Itô (proprietatea de izometrie),Z T

0

S2u (g (Su; u)� v0s (Su; u))
2
du = 0;

adică e necesar şi suficient ca funcţia g să satisfacă relaţia

g (s; t) = v0s (s; t) ; 8 (s; t) 2 R+ � [0; T ] : (12)

Obţinem, prin urmare, reprezentarea lui Y :

Yt =

Z t

0

�
v0t (Su; u) +

1

2
�2S2uv

00
ss (Su; u) + rSuv

0
s (Su; u)� rv (Su; u)

�
du:

Rezultă că procesul Y se anulează atunci când funcţia v satisface următoarea ecuaţie cu derivate parţiale, numită
şi EDP Black-Scholes :

v0t (s; t) +
1

2
�2s2v00ss (s; t) + rsv

0
s (s; t)� rv (s; t) = 0: (13)

Cum
CT = v (ST ; T ) = (ST �K)+ ;

impunem şi condiţia terminală v (s; T ) = (s�K)+ ; pentru s 2 R+ : Se verifică, prin calcul direct, că funcţia

v (s; t) := c (s; T � t)

verifică problema de mai sus. Într-adevăr, dacă notăm, pentru simplitate, z = t sau z = s; după caz, avem,
pentru i = 1; 2:

@N(di)

@z
=
@N(di)

@di

@di
@z

=
1p
2�

@

@di

Z di

�1
e�x

2=2dx � @di
@z

=
e�d

2
i =2

p
2�

@di
@z
:

Se verifică imediat că avem următoarea formă pentru derivatele parţiale, în raport cu timpul, pentru funcţiile
d1;2 = d1;2 (s; t) :

@d1
@t

=
d1

2 (T � t) �
1p
T � t

� r
�
+
�

2

�
şi

@d2
@t

=
d2

2 (T � t) �
1p
T � t

� r
�
� �
2

�
:

Prin urmare,
@v

@t
= s

@N(d1)

@d1

@d1
@t

� rKe�r(T�t)N (d2)�Ke�r(T�t)
@N(d2)

@d2

@d2
@t

=
se�d

2
1=2

p
2�

�
d1

2 (T � t) �
1p
T � t

� r
�
+
�

2

��
� rKe�r(T�t)N (d2)

�Ke
�r(T�t)e�d

2
2=2

p
2�

�
d2

2 (T � t) �
1p
T � t

� r
�
� �
2

��
:

(14)

De asemenea, deoarece
@di
@s

=
1

s�
p
T � t

; i = 1; 2;

obţinem
@v

@s
= N (d1) + s

@N(d1)

@d1

@d1
@s

�Ke�r(T�t) @N(d2)
@d2

@d2
@s

= N (d1) +
e�d

2
1=2

p
2�

1

�
p
T � t

�Ke�r(T�t) e
�d22=2
p
2�

1

s�
p
T � t

:

(15)
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Diferenţiem încă o dată şi deducem

@2v

@s2
=

e�d
2
1=2

s�
p
2�
p
T � t

� d1e
�d21=2

s�2
p
2�
p
T � t

+
Ke�r(T�t)e�d

2
2=2

s2�
p
2�
p
T � t

+
Ke�r(T�t)d2e

�d22=2

s2�2
p
2�
p
T � t

=
2

s2�2

 
se�d

2
1=2

p
2�

�
�

2
p
T � t

� d1
2 (T � t)

�
+
Ke�r(T�t)e�d

2
2=2

p
2�

�
�

2
p
T � t

+
d2

2 (T � t)

�!
:

(16)

Înlocuim (9), (14), (15) şi (16) în membrul stâng al EDP Black-Scholes (13), găsim că este verificată această ecuaţie:

v0t (s; t) +
1

2
�2s2v00ss (s; t) + rsv

0
s (s; t)� rv (s; t) =

se�d
2
1=2

p
2�

�
d1

2 (T � t) �
1p
T � t

� r
�
+
�

2

��
� rKe�r(T�t)N (d2)

�Ke
�r(T�t)e�d

2
2=2

p
2�

�
d2

2 (T � t) �
1p
T � t

� r
�
� �
2

��
+
se�d

2
1=2

p
2�

�
�

2
p
T � t

� d1
2 (T � t)

�

+
Ke�r(T�t)e�d

2
2=2

p
2�

�
�

2
p
T � t

+
d2

2 (T � t)

�
+ rsN (d1) + rs

e�d
2
1=2

p
2�

1

�
p
T � t

� rsKe�r(T�t) e
�d22=2
p
2�

1

s�
p
T � t

�rsN (d1)� rKe�r(T�t)N (d2) = 0

Rămâne doar de justificat că strategia replicantă � dată de formulele:

�1t := g (St; t) = v
0
s (St; t) ; �2t := h (St; t) = B

�1
t (v (St; t)� g (St; t)St) ;

este o strategie admisibilă. Pentru început arătăm că ea este auto-finanţantă. Pentru aceasta, verificăm că

dVt (�) = �
1
tdSt + �

2
tdBt :

Deoarece Vt (�) = �1tSt + �2tBt = v (St; t), aplicând formula lui Itô obţinem

dVt (�) = v
0
s (St; t) dSt +

1

2
�2S2t v

00
ss (St; t) dt+ v

0
t (St; t) dt;

şi, utilizând (13), aceasta devine

dVt (�) = v
0
s (St; t) dSt + rv (St; t) dt� rStv0s (St; t) dt:

Prin urmare,

dVt (�) = �
1
tdSt + rBt

v (St; t)� St�1t
Bt

dt = �1tdSt + �
2
tdBt ;

adică strategia construită anterior este auto-finanţantă. Pentru admisibilitatea sa, verificăm că

V �t (�) = V
�
0 (�) +

Z t

0

v0s (Su; u) dS
�
u ;

este o martingală sub măsura martingală P�: Prin calcul direct se obţine că

v0s (s; t) = N (d1 (s; T � t))

pentru fiecare pereche (s; t) 2 R+ � [0; T ] şi

V �t (�) = V
�
0 (�) +

Z t

0

�SuN (d1 (Su; T � u)) dW �
u =: V

�
0 (�) +

Z t

0

�udW
�
u ;

adică V � (�) este o P��martingală (este chiar o martingală de pătrat integrabilă). Egalitatea

c0s (St; T � t) = N (d1 (St; T � t))

se verifică prin calcularea directă a derivatei parţiale în raport cu s a funcţiei preţ c.
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Metoda 2. Punem accent prin această abordare pe evaluarea directă a funcţiei c: Arătăm că derivatul financiar
X = (ST �K)+ este replicabil în modelul Black Scholes. Acest lucru rezultă din teorema de reprezentare a
martingalelor, combinată cu integrabilitatea, sub probabilitatea P�, a variabilei aleatoare X� = B�1T (ST �K)+.

Conform teoremei de reprezentare rezultă existenţa unui proces predictibil � astfel încât integrala stochastică

V �t = V
�
0 +

Z t

0

�udW
�
u ; 8t 2 [0; T ]

este o P��martingală continuă, de pătrat integrabilă şi

X� = B�1T (ST �K)+ = EP�X� +

Z T

0

�udW
�
u = EP�X� +

Z T

0

hudS
�
u ; unde ht :=

�t
�S�t

:

Notăm Vt := BtV
�
t şi considerăm strategia dată de

�1t := ht şi �2t := V
�
t � htS�t = B�1t (Vt � htSt) :

Verificăm că această strategie � este auto-finanţantă. Avem:

dVt (�) = d (BtV
�
t ) = BtdV

�
t + rV

�
t Btdt

= BthtdS
�
t + rVtdt = Btht

�
B�1t dSt � rB�1t Stdt

�
+ rVtdt

= htdSt + r (Vt � htSt) dt = �1tdSt + �2tdBt :

Este evident faptul că VT (�) = VT = (ST �K)+ şi că � este strategie admisibilă replicantă pentru derivatul
financiar X , deci Opţiunea de Call European este replicabilă în modelul de piaţă MBS : Evaluăm în cele ce
urmează preţul de arbitraj al lui X folosind formula de evaluare la risc neutru. Deoarece FWt = FSt pentru
fiecare t 2 [0; T ] ; avem

Ct = BtEP�
�
(ST �K)+B�1T jFSt

�
= c (St; T � t) (17)

pentru o funcţie c : R+ � [0; T ]! R: Cea de a doua egalitate din relaţia de mai sus are loc invocând proprietatea
Markov a procesului stochastic S. Din proprietăţile mediei condiţionate rezultă că

EP�
�
(ST �K)+ jFSt

�
= H (St; T � t) ; (18)

unde funcţia H (s; T � t) este definită de

H (s; T � t) = EP�
n�
s exp

�
� (W �

T �W �
t ) + (r � �2=2) (T � t)

�
�K

�+o
pentru fecare pereche (s; t) 2 R+ � [0; T ] : Pentru t = 0 obţinem, din formula (17),

EP�((ST �K)+B�1T ) = EP�
�
STB

�1
T 1D

�
� EP�

�
KB�1T 1D

�
=: J1 � J2 ;

unde D := fST > Kg: Pentru cantităţile J1 şi J2 avem estimările ce urmează:

J2 = e�rTKP�fST > Kg = e�rTKP�
�
S0 exp

�
�W �

T + (r � 1=2�2)T
�
> K

	
= e�rTKP�

�
��W �

T < ln (S0=K) + (r � 1=2�2)T
	

= e�rTKP�
�
� <

ln (S0=K) + (r � �2=2)T
�
p
T

�
= e�rTKN (d2 (S0; T ))

deoarece v.a. � = �WT =
p
T � N (0; 1) sub măsura martingală P�:

Pentru a doua integrală obţinem că

J1 = EP�
�
STB

�1
T 1D

�
= EP� (S�T1D) : (19)

Este convenabil să introducem pe spaţiul (
;FT )măsura de probabilitate �P, definită prin

d�P
dP�

= exp

�
�W �

T �
1

2
�2T

�
; P�-a.s.,
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situaţie în care procesul �Wt =W
�
t � �t este o mişcare Browniană pe

�

;F ; �P

�
: În plus,

S�T = S0 exp

�
� �WT +

1

2
�2T

�
;

de unde, formula (19) devine

J1 = S0�P
�
S�T > KB

�1
T

	
= S0�P

�
S0 exp

�
� �WT +

1

2
�2T

�
> Ke�rT

�
= S0�P

�
�� �WT < ln (S0=K) + (r + �

2=2)T
	
= S0N (d1 (S0; T )) :

Concluzionând, obţinem că preţul la momentul 0 al OCE devine

C0 = c (S0; T ) = S0N (d1 (S0; T ))�Ke�rTN (d2 (S0; T )) ;

unde

d1;2 (S0; T ) :=

ln (S0=K) +

�
r � 1

2
�2
�
T

�
p
T

:

Formula de evaluare pentru fiecare moment 0 < t < T se poate deduce din formula (18).

Observaţia 4.1 Se observă că în formula de evaluare Black Scholes nu apare rata de apreciere �; după cum şi în dinamica
lui S sub măsura martingală P� nu apare acest coeficient. Acelaşi lucru se întâmplă dacă presupunem că rata de apreciere
depinde de timp sau mai mult, este chiar un proces stochastic adaptat filtrării naturale.

Observaţia 4.2 Se poate formula următoarea întrebare: de ce ar fi nevoie să rezolvăm numeric EDP (13), din moment ce
avem la dispoziţie soluţia sa explicită? Această soluţie explicită este cunoscută doar pentru cazul Opţiunilor de Call şi Put
European. Pentru alte tipuri de derivate financiare, deşi EDP este aceeaşi, condiţia terminală diferită duce la imposibilitatea
determinării formulei explicite în cazul general. Pentru analiză, prezentăm în cele ce urmează o schemă numerică pentru
cazul în care este disponibilă şi o formulă explicită a soluţiei. Putem astfel verifica precizia rezultatului obţinut prin metoda
de proximare.

Reamintim, pentru început, EDP Black-Scholes:8<: v0t (s; t) +
1

2
�2s2v00ss (s; t) + rsv

0
s (s; t)� rv (s; t) = 0; s > 0; t 2 (0; T )

v(s; T ) = v0(s); s > 0:

Această ecuaţie este o EDP parabolică, care poate fi transformată în ecuaţia căldurii, cu o condiţie iniţială dată. Această
transformare se realizează în modul următor:

� transformarea variabilelor: avem o condiţie terminală, la momentul de expirare a opţiunii, T , fapt ce conduce la
transformarea

� := T � t;
adică noua variabilă poate fi interpretată drept timpul ce rămâne până la expirarea opţiunii.

� variabila S ce dă preţul activului suport este pozitivă. Noua variabilă va fi

x := ln (s=K) :

Valori ale lui x apropiate de 0 corespund preţurilor activelor suport ce sunt apropiate de preţul de exercitare al
opţiunii,K: Valori negative ale lui x corespund preţurilor activului suport mai mici decât preţul de exercitare (supra
paritate, out of the money). Valori pozitive ale lui x corespund preţurilor activului suport mai mari decât preţul de
exercitare (sub paritate, in the money). Alegerea variabilei de tip logaritmic este mai convenabilă din punct de vedere
al abordării numerice a soluţiei.

� transformarea către ecuaţia căldurii: folosind transformările anterioare, ecuaţia poate fi adusă la ecuaţia căldurii prin:

u (x; �) := e�x+��v (s; t) ;

coeficienţii fiind determinaţi astfel încât să găsim ecuaţia dorită. O alegere corectă a constantelor este:

� :=
r

�2
� 1
2
; � :=

r

2
+
�2

8
+
r2

2�2
:
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Obţinem astfel noua formă a ecuaţiei:

@u

@�
=
�2

2

@2u

@x2
; x 2 R; � 2 (0; T ) :

Condiţia terminală devine:

u0 (x) = u (x; 0) = e
�xv (s; T ) = e�xv0 (s) = e

�xv0 (Ke
x) :

Discretizarea pentru obţinerea soluţiei.

Din punct de vedere numeric, vom rezolva problema pentru x 2 [�L;L] ; pentru L o constantă de mărginire, suficient
de mare. Acest interval nu va fi modificat la alegerea unei opţiuni cu un alt preţ de exercitare. Impunem condiţii de frontieră
pentru x = �L şi x = L: Aceste valori ale lui x corespund preţurilor activului suport foarte mici, apropiate de 0 (dacă
x = �L) sau foarte mari (dacă x = L). Pentru aceste valori la limită se folosesc aproximările:

v � 0 pentru s � 0
v � se�Ke�r� pentru s � +1:

În ceea ce priveşte discretizarea ecuaţiei căldurii, există două posibilităţi: o schemă explicită (1) şi una implicită (2), cea din
urmă ducând la rezolvarea unui sistem de ecuaţii liniare pe fiecare interval de timp. Avem astfel schemele:�������������

uji � u (xi; �j)

1:
uj+1i � uji

k
=
�2

2

uji+1 � 2u
j
i + u

j
i�1

k

2:
uji � u

j�1
i

k
=
�2

2

uji+1 � 2u
j
i + u

j
i�1

k

Ca o consecinţă imediată a teoremei precedente, rezultatul următor furnizează o metoda directă de calculare a
preţului corect al opţiunilor de vânzare de tip european.

Lema 4.1 (Formula de paritate put-call) Preţurile de arbitraj al Opţiunilor Put şi Call Europene, ce au aceeaşi dată de
expirare T şi acelaşi preţ de exercitare K satisfac relaţia

Ct � Pt = St �Ke�r(T�t) (20)

pentru fiecare t 2 [0; T ] :

Teorema 3 În modelul standard Black Scholes, preţul unui Put European cu preţul de exercitareK la momentul de matu-
ritate T este, pentru orice moment t < T ,

Pt = KB (t; T )N (�d2 (St; T � t))� StN (�d1 (St; T � t)) :

Demonstraţie. Demonstraţia este o consecinţă imediată a formulei (9) ce dă preţul unei OCE şi formula de paritate
(20) pentru pieţe financiare Black Scholes, în timp continuu.

5 EDP Black Scholes

Extindem în această secţiune procedura de evaluare a preţului de la opţiuni de cumpărare şi vânzare europene
la orice tip de derivat financiar de tip european, adică o variabilă aleatoare FT -măsurabilă. În principiu formula
Feynman-Kaç, prezentată în continuare, exprimă soluţia unei ecuaţii cu derivate parţiale de tip parabolic drept
media condiţionată a unui proces guvernat de o mişcare Browniană.

Teorema 4 Fie W o mişcare Browniană 1�dimensională definită pe un câmp de probabilitate (
;F ;P) : Pentru o funcţie
măsurabilă Borel h : R! R, definim funcţia u : R� [0; T ]! R;

u (x; t) = EP
�
e�r(T�t)h (WT ) jWt = x

�
; 8 (x; t) 2 R� [0; T ] : (21)
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Presupunem că Z +1

�1
e�ax

2

jh (x) jdx <1

pentru o constantă a > 0: Funcţia u este definită pentru 0 < T � t < 1=2a ; x 2 R şi are derivate de orice ordin. În
particular, u 2 C2;1 (R� (0; T )) şi satisface EDP:

�@u
@t
(x; t) =

1

2

@2u

@x2
(x; t)� ru (x; t) ; 8 (x; t) 2 R� (0; T ) ;

cu condiţia terminală u (x; T ) = h (x) ; 8x 2 R:

Demonstraţie. Vezi Karatzas & Shreve [3].
Rezultatul principal al acestei secţiuni este prezentat în cele ce urmează.

Teorema 5 Fie g : R ! R o funcţie măsurabilă Borel astfel încât variabila aleatoare X = g (ST ) este P��integrabilă.
Atunci, preţul de arbitraj, în modelul de piaţă MBS ; al derivatului financiar X (cu maturitatea T ) este dat de �t (X) =
v (St; t), unde funcţia v : R+ � [0; T ]! R verifică EDP Black-Scholes:

@v

@t
+
1

2
�2s2

@2v

@s2
+ rs

@v

@s
� rv = 0; 8 (s; t) 2 (0;1)� (0; T ) ; (22)

cu condiţia terminală v (s; T ) = g (s) :

Demonstraţie. Obţinem (22) din formula de evaluare la risc neutru. Preţul �t (X) satisface

�t (X) = EP�
�
e�r(T�t)g (ST ) jFSt

�
= v (St; t) (23)

pentru o funcţie v : R+ � [0; T ]! R: În plus

�t (X) = EP�
�
e�r(T�t)g (f (W �

T ; T )) jFW
�

t

�
;

unde f : R� [0; T ]! R este o funcţie strict pozitivă, dată prin

f (x; t) = S0e
�x+(r��2=2)t; 8x 2 R:

Notăm
u (t; x) = EP�

�
e�r(T�t)g (f (W �

T ; T )) jW �
t = x

�
:

Conform teoremei anterioare, u (x; t) satisface ecuaţia cu derivate parţiale

� u0t (x; t) =
1

2
u00xx (x; t)� ru (x; t) ; 8 (x; t) 2 R� (0; T ) ; (24)

cu condiţia terminală u (x; T ) = g (f (x; T )) :
Din formulele (21) şi (23) obţinem că

u (x; t) = v (f (x; t) ; t) ; 8 (x; t) 2 R� [0; T ] :

Prin urmare,
u0t (x; t) = v

0
s (s; t) f

0
t(x; t) + v

0
t (s; t) ;

unde am considerat s := f(x; t) 2 (0;+1):Mai mult,

u0x(x; t) = v
0
s (s; t) f

0
x(x; t)

şi deci
u00xx(x; t) = v

00
ss(s; t) (f

0
x(x; t))

2
+ v0s(s; t)f

00
xx(x; t):

Pe de altă parte, din formula de definire a funcţiei f , avem că

f 0x(x; t) = �f(x; t); f 00xx(x; t) = �
2f(x; t); f 0t(x; t) =

�
r � 1

2
�2
�
f(x; t);
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ceea ce conduce la
u0t(x; t) = s

�
r � 1

2�
2
�
v0s(s; t) + v

0
t (s; t) şi

u00xx(x; t) = �
2s2v00ss(s; t) + �

2sv0s(s; t):

Substituind în ecuaţia (24) şi rearanjând termenii obţinem EDP Black Scholes (22).

Modelul studiat poate fi extins pentru situaţii în care dobânda la vedere, respectiv volatilitatea, sunt variable,
dar deterministe. De asemenea, el poate fi utilizat şi pentru evaluarea preţului opţiunilor europene ce au active
suport care platesc dividende pe perioada de viaţă a derivatului financiar. În acest cadru se pot obţine formule
explicite ale preţului dacă dividendele reprezintă un procent cunoscut din preţul activului suport.

Deşi modelul de evaluare Black–Scholes nu reflectă identic realitatea din pieţele financiare, el este des folosit
în practică deoarece permite calcularea cu uşurinţă a preţurilor şi explicitează precis relaţiile dintre varabilele
care caracterizează sistemul. Unele voci chiar afirmă că modelul Black-Scholes nu este o reprezentare fidelă a
modului de funcţionare a pieţelor financiare, însă, tocmai faptul că toţi cei implicaţi "gândesc Black-Scholes"
le conferă funcţionalitate. Cu toate că în practică indicele de volatilitate ce apare în ecuaţia ce caracterizează
dinamica activului primar nu este constant, rezultatele oferite de modelul Black-Scholes sunt frecvent utilizate,
ele dovedindu-se eficiente la stabilirea corectă strategiilor de hedging ce permit minimizarea expunerii la risc a
investitorilor. Instrumentele esenţiale utilizate pentru evitarea expunerii la risc (risk management) sunt prezentate
în secţiunea următoare.

6 Indici de senzitivitate ai modelului Black-Scholes

Indicii de senzitivitate (the Greeks) sunt instrumente importante pentru managementul riscului. Fiecare indice
este o măsură a senzitivităţii portofoliului investitorului la mici variaţii ale unor parametri ai activelor primare.
Indicii modelului Black-Scholes sunt uşor de calculat, ei fiind utili în special celor care sunt implicaţi în con-
tracte ce tranzacţionează derivate financiare, dându-le astfel posibilitatea să-si protejeze contra riscului din piaţă
portofoliile. Principalii indici folosiţi pentru hedging sunt: delta, theta, vega (măsoară modificări generate de
momentul de maturitate şi volatilitate), rho (măsoară senzitivitatea la fluctuaţiile dobânzilor), gamma (măsoară
senzitivitatea preţului opţiunilor în raport cu modificarea preţului activului de bază). Prezentăm în cele ce
urmează câteva elemente descriptive ce caracterizează indicii prezentaţi anterior.

1. Delta
�
� =

@v

@S

�
Indicele � măsoară rata de schimb a valorii opţiunii în raport cu modificarea preţului activului de baza.
Indicele reprezintă de fapt cantitatea de activ suport ce trebuie păstrată în portofoliu pentru o acoperire la
risc în ceea ce priveşte derivatul financiar. Chiar dacă delta va avea valori situate între 0 şi 1 pentru un long
call (sau/şi un short call) şi între 0 şi �1 pentru un long put (sau/şi un short put) aceste valori sunt rareori
prezentate ca procente ale numărului de acţiuni ce fac obiectul contractului de tranzacţionare. Suma între
valorile absolute ale indicilor delta ai unui call şi un put european (ce au acelaşi activ suport negrevat de
dividende, acelaşi moment de maturitate şi acelaşi preţ de exercitare) este egală cu 1.

2. Vega
�
� =

@v

@�

�
Indicele � măsoară senzitivitatea la volatilitate activului suport al opţiunii. El este exprimat în mod uzual
drept suma de bani (pe unitatea de acţiune de activ suport) pe care valoarea opţiunii o câştigă sau o pierde
atunci când volatilitatea creşte sau scade cu 1%. Acest indice este important de urmărit de către trader-ul
opţiunii, în special în pieţe financiare foarte volatile deoarece strategiile de tranzacţionare pot fi gestionate
pentru neexpunerea la risc a investitorului prin intermediul acestui instrument.

3. Theta
�
� =

@v

@t

�
Indicele � măsoară senzitivitatea valorii derivatului financiar pe parcursul trecerii timpului (time decay).
Valoarea sa este, de obicei, reprezentată sub forma valoare/an. În mod uzual se divizează rezultatul la
numărul de zile din an pentru a se ajunge la suma pe unitatea de activ suport pe care opţiunea o pierde pe
zi. Theta este întotdeauna negativ pentru un long call/put şi pozitiv pentru un short call/put.

4. Rho
�
� =

@v

@r

�
Indicele � măsoară senzitivitatea valorii opţiunii la modificări ale dobânzilor la vedere ale activului fără
risc din piaţă. În marea majoritate a situaţiilor valoarea derivatului financiar este puţin sensibilă la aceste
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modificări, ceea ce face ca acest indice se senzitivitate să nu fie unul prea des utilizat. Rho se exprima prin
suma pe unitatea de activ suport pe care preţul opţiunii o câştigă sau o pierde atunci când obânda la vedere
pentru activul sigur creşte sau scade cu 1%.

5. Gamma
�
� =

@�

@S
=
@2v

@S2

�
Indicele � măsoară rata de modificare a indicelui � în raport cu schimbările de preţ ale activului suport.
Gamma este un instrument important deoarece atunci când un trader doreşte să realizeze un delta-hedging
eficient pentru un portofoliu el încearcă să anuleze indicele gamma al acestuia. În acest fel se asigură că
strategia de protecţie la risc va fi eficientă pentru o varietate mare de schimbări ale preţului activului suport
al derivatului financiar.

Tabelele de mai jos oferă formulele explicite ale indicilor de senzitivitate, în funcţie de: preţul activului suport
S, preţul de exercitare K, dobânda la vedere (spot) r, dividendele anuale q plătite de activul suport (în caz că
acestea există) şi volatilitatea �.

Opţiune call europeană

Valoare e�q(T�t)SN(d1)� e�r(T�t)KN(d2)

Delta e�q(T�t)N(d1)

Vega Se�q(T�t)N(d1)
p
T � t

Theta �e�q(T�t)SN(d1)�
2
p
T � t

� rKe�r(T�t)N(d2) + qSe�q(T�t)N(d1)

Rho K(T � t)e�r(T�t)N(d2)

Gamma e�q(T�t)
N(d1)

S�
p
T � t

Opţiune put europeană

Valoare e�r(T�t)KN(�d2)� e�q(T�t)SN(�d1)

Delta �e�q(T�t)N(�d1)

Vega Ke�r(T�t)N(d2)
p
T � t

Theta �e�q(T�t)SN(d1)�
2
p
T � t

+ rKe�r(T�t)N(�d2)� qSe�q(T�t)N(�d1)

Rho �K(T � t)e�r(T�t)N(�d2)

Gamma e�q(T�t)
N(d1)

S�
p
T � t

O vizualizare grafică a dinamicii indicilor de senzitivitate ai modelului Black-Scholes poate fi studiată în fişierul
ataşat Capitolul_3_Vizualizare_indici_de_senzitivitate_BS.m .

7 Aplicaţii

1. a. Evaluaţi, pentru t > 0; cantitatea
P (S2t > 2St) ;

unde S este soluţia EDS liniare
dSt = �Stdt+ �StdWt:

b. Determinaţi variaţia preţului activului suport: D2(St):

Demonstraţie. a. Inegalitatea ce trebuie demonstrată este echivalenta cu

e2�t��
2t+�W2t > 2e�t�

�2

2 t+�Wt ;
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ceea ce implică, logaritmând şi efectuând simple calcule algebrice,

W2t �Wt >
1

�

�
ln 2� �t+ �2t

�
:

Avem căW2t �Wt =
p
tX , unde X � N(0; 1); iarW2t �Wt � N(0; t). Prin normalizare,

W2t �Wtp
t

= X � N(0; 1):

Obţinem că probabilitatea evenimentului dorit este

P
�p

tX >
1

�

�
ln 2� �t+ �

2

2
t

��
= 1� �

�
1

�
p
t

�
ln2� �t+ �

2

2
t

��
:

b. Vom evalua dispersia solicitată folosind formula standard

D2(St) = E(St � E(St))2 = E(S2t )� (E(St))2:

Având în vedere formula explicită a lui St;

St = S0e
(���2=2)t+�Wt ;

deducem că media sa este egală cu

E(St) = E
�
S0 exp

��
�� �2=2

�
t+ �Wt

��
= S0 exp (�t)E

�
exp

�
��2t=2 + �Wt

��
= S0 exp (�t)E

�
exp

�
��2t=2 + �Wt

�
j F0

�
= S0 exp (�t) exp

�
��20=2 + �W0

�
= S0 exp (�t) :

Ultima egalitate din estimarea precedentă rezultă din faptul că procesul stochastic Mt := exp
�
��2t=2 + �Wt

�
este un proces martingal, el satisfăcând EDS liniară:

dMt = �MtdWt:

Obţinem astfel că dispersia preţului activului suport este:

E(St � S0e�t)2 = S20e
2�tE

�
exp

�
��

2t

2
+ �Wt

�
� 1
�2

= S20e
2�tE

�
exp

�
��2t+ 2�Wt

�
� 2 exp

�
��

2t

2
+ �Wt

�
+ 1

�
:

(25)

Tinând cont căW (t) � N(0; t); deducem următoarea evaluare a primei medii din formula (25):

E
�
exp

�
��2t+ 2�Wt

��
= E

�
exp

�
��2t+ 2�

p
tX
��
=

Z 1

�1
exp

�
��2t+ 2�

p
tx
� 1p

2�
exp

�
�x2=2

�
dx

=
1p
2�
exp

�
��2t

� Z 1

�1
exp

�
� 1
2 (x� 2�

p
t)2 + 2�2t

�
dx = e�

2t:

Procedăm într-o manieră similară cu cea de a doua medie din formula (25) şi găsim că

E
�
exp

�
�1
2
�2t+ �Wt

��
= 1:

Prin urmare,
D2(St) = S

2
0e
2�t(e�

2t � 1):

2. Presupunem că procesul (St)t�0 urmează modelul standard Black-Scholes (P� fiind măsura martingală a
pieţei financiare) şi considerăm o constantă 
 2 R. Să se afle valoarea lui 
 6= 1 astfel încât procesul stochastic
f(St)
e�rtgt�0 sa fie o P�-martingală. Prin r am notat dobânda short term a activului fără risc.

Demonstraţie. Considerăm dinamica activului suport ca fiind guvernată de EDS liniară, considerată sub măsura
martingală P� şi în raport cu procesul Wiener transformat W �,

dSt = rStdt+ �StdW
�
t :
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Definim procesul stochastic ponderat X; dat prin:

Xt := (St)

e�rt

Acesta satisface EDS

dXt =

�
�rXt + 
rXt +

1

2
�2
(
 � 1)Xt

�
dt+ 
�XtdW

�
t

= Xt

�
r(
 � 1) + 1

2
�2
(
 � 1)

�
dt+ 
�XtdW

�
t

= Xt(
 � 1)
�
r +

1

2
�2


�
dt+ 
�XtdW

�
t :

(26)

Pentru ca X să fie martingală este necesar să avem coeficientul de drift egal cu zero, adică 
 trebuie să rezolve
ecuaţia

(
 � 1)
�
r +

1

2
�2


�
= 0:

Cum 
 6= 1; aceasta implică 
 = �2r=�2.

Remarcăm că EDS satisfăcută de X , sau direct, coeficientul său de drift, pot fi deduse plecând de la forma
explicită a soluţiei S; de la care putem determina forma explicită a lui X :

Xt = (St)

e�rt = S
0

�
exp

��
r � �

2

2

�
t+ �W �

t

��

 exp (�rt) = S
0 exp

�



�
r � �

2

2

�
t+ 
�W �

t � rt
�

= S
0 exp

��



�
r � �

2

2

�
� r
�
t+ 
�W �

t

�
= S
0 exp

��
(
 � 1) r � 
 �

2

2

�
t+ 
�W �

t

�

= S
0 exp

��
(
 � 1) r � 
 �

2

2
+

2�2

2
� 


2�2

2

�
t+ 
�W �

t

�

= S
0 exp

��
(
 � 1) r + 1

2

�2 (
 � 1)� 


2�2

2

�
t+ 
�W �

t

�

= S
0 exp

��
(
 � 1)

�
r +

1

2

�2

�
� 


2�2

2

�
t+ 
�W �

t

�
:

Prin urmare, X verifică (26), raţionamentul privind condiţia martingală putând continua în aceeaşi manieră ca
înainte.

Verificăm acum că X satisface conditiile necesare de integrabilitate ale momentului absolut de ordinul 1.
Ecuaţia (26) conduce, în ipoteza că driftul este acum zero, la soluţia explicită

Xt = X0 exp

�
�2r2
�2

t� 2r
�
W �
t

�
:

Cum X0 = S
0 > 0, vom arata că X este o martingala în raport cu P�. Verificăm, pentru început, condiţia ca
E (jXtj) <1. Cum, pentru o variabilă aleatoare Y � N(0; 1) rezultă că Wt =

p
tY � N(0; t) =

p
tN(0; 1), avem

că

E (jXtj) = E (Xt) = E
�
X0 exp

�
�2r2
�2

t� 2r
�
W �
t

��
= X0 exp

�
�2r2
�2

t

�
E
�
exp

�
�2r
�
W �
t

��
= X0 exp

�
�2r2
�2

t

�
E exp

�
�2r
�

p
tY

�
= X0 exp

�
�2r2
�2

t

�Z 1

�1
exp

�
�2r
�

p
ty

�
1p
2�
exp

�
�y2
2

�
dy

= X0 exp

�
�2r2
�2

t+
2r2

�2
t

�
= X0 <1:

În concluzie, procesul X este o P��martingală.

3. Arătaţi că procesul Xt := exp (t=2) cosWt, undeW este un proces Wiener, este o martingală.
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Demonstraţie. Fie Xt := f(t;Wt) = exp (t=2) cosWt. Vom determina dinamica sa folosind formula lui Itô.
Obţinem astfel:

dXt =

�
@f

@t
+
1

2

@2f

@x2

�
dt+

@f

@x
dWt =

�
1

2
exp

�
t

2

�
cosWt �

1

2
exp

�
t

2

�
cosWt

�
dt� exp

�
t

2

�
sinWtdWt

= � exp
�
t

2

�
sinWtdWt:

Acest proces nu are coeficientul de drift şi, în plus, termenul de volatilitate are momentul de ordin 2 finit. Într-
adevăr, folosind proprietatea de izometrie a integralei stochastice Itô, se verifică mărginirea următoare:

E

 �Z t

0

� exp
�s
2

�
sinWsdWs

�2!
=

Z t

0

E
�
es sin2Ws

�
ds �

Z t

0

E (es) ds = et � 1 <1:

În concluzie, procesul X este o martingală.

4. Rezolvaţi următoarea EDP8><>:
@f(t; x)

@t
+

�
�� �

2

2

�
@f(t; x)

@x
+
�2

2

@2f(t; x)

@x2
= 0; t 2 [0; T ]; x 2 R;

f(T; x) = ex;

(27)

folosind formula de reprezentare Feynman-Kaç, unde � şi � sunt două constante reale.

Demonstraţie. Formula lui Feyman-Kaç oferă o reprezentare a soluţiilor unor clase de ecuaţii cu derivate parţiale,
folosind proprietăţile probabilistice ale proceselor stochastice. Rezultatul Feynman-Kaç stabileşte că solutia EDP
(27) poate fi scrisă ca următoarea valoare medie condiţionată:

f(t; x) = E
�
eXT j Xt = x

�
;

unde X este un proces Itô care este soluţia următoarei EDS liniare:8><>: dXs =

�
�� �

2

2

�
ds+ �dWs; t � s � T;

Xt = x:

Prin integrare, obţinem Z T

t

dXs =

Z T

t

�
�� �

2

2

�
ds+

Z T

t

�dWs

adică, folosind condiţia iniţială Xt = x;

XT = x+

�
�� �

2

2

�
(T � t) + �(WT �Wt)

Analizând procesul stochastic exponenţial exp (XT ) ; vedem că are exact aceeaşi distribuţie ca şi mişcarea Brow-
niană geometrică în modelul standard Black-Sholes. Obtinem astfel că:

f(t; x) = E (exp (XT ) j Xt = x) = E
�
ex exp

��
�� �

2

2

�
(T � t) + �(WT �Wt)

��
= E exp

�
x+

�
�� �

2

2

�
(T � t) + �(WT �Wt)

�
= exp (x+ �(T � t))E

�
exp

�
��

2

2
(T � t) + �(WT �Wt)

��
= exp (x+ �(T � t)) :

(28)

De asemenea, ar trebui să verificăm că soluţia obţinută verifică condiţia la limită din ecuaţia cu derivate parţiale
din enunţul problemei. Avem astfel:

f(T; x) = ex+0� = ex:
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Pentru a finaliza demonstraţia, avem în vedere forma explicită (28) a lui f; şi obţinem că:8>><>>:
ft(t; x) =

@ exp (x+ �(T � t))
@t

= �� exp (x+ �(T � t)) = ��f(t; x)

fx(t; x) =
@ exp (x+ �(T � t))

@x
= f(t; x) şi fxx(t; x) = f(t; x)

Prin urmare,
@f(t; x)

@t
+

�
�� �

2

2

�
@f(t; x)

@x
+
�2

2

@2f(t; x)

@x2

= ��f(t; x) +
�
�� �

2

2

�
f(t; x) +

�2

2
f(t; x) = 0:

Prin urmare, soluţia obţinută prin formula (28) este corectă, în sensul că ea verifică EDP (27).

5. Considerăm, în modelul de piaţă Black-Scholes, derivatul financiar cu funcţia de plată

�(ST ) :=
�
K � S2T

�+
= max(K � S2T ; 0):

a. Determinaţi, în modelul de piaţă fără arbitraj, formula preţului derivatului financiar, la orice moment
0 � t � T .
b. Identificaţi portofoliul replicant al derivatului financiar, adică găsiţi o strategie autofinanţantă care să
implice activul suport şi contul de economii fără risc, care să replice corect valoarea derivatului financiar la
momentul de maturitate T:

Demonstraţie.
a. Sub măsura martingală P� a pieţei financiare Black-Scholes avem că activul suport are următoarea reprezentare,
în raport cu procesul Wiener transformat W �;

ST = St exp

��
r � �

2

2

�
(T � t) + �(W �

T �W �
t )

�
:

Conform formulei de evaluare la risc neutru, costul derivatului financiar �t = F (t; St) este dat de următoarea
medie condiţionată:

F (t; St) = e�r(T�t)EP� (�(ST ) j Ft) = e�r(T�t)EP� (�(ST ) j St)

= e�r(T�t)EP�
�
max(K � S2T ; 0) j St

�
= e�r(T�t)EP�

��
K � S2t exp

�
2

�
r � �

2

2

�
(T � t) + 2�(W �

T �W �
t )

��
�1exp((r��2=2)(T�t)+�(W�

T�W
�
t
))�(

p
K=St) j St

�
= e�r(T�t)EP�

��
K � S2t exp

�
2

�
r � �

2

2

�
(T � t) + 2�

p
T � t � Z

��
� 1

Z� ln(
p
K=St)�(r��2=2)(T�t)

�
p
T�t

j St
�
;

unde Z � N(0; 1).

Notăm cu

d1 :=

ln

 p
K

St

!
�
�
r � �

2

2

�
(T � t)

�
p
T � t

şi exprimăm media din formula lui F sub forma unei integrale:
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F (t; St) = e�r(T�t)
Kp
2�

Z d1

�1
exp

�
�x2=2

�
dx� S2tp

2�
exp

�
(r � �2)(T � t)

� Z d1

�1
exp

�
2x�

p
T � t� x

2

2

�
dx

= e�r(T�t)
Kp
2�

Z d1

�1
exp

�
�x2=2

�
dx

� S2tp
2�
exp

�
(r � �2)(T � t)

� Z d1

�1
exp

�
�1
2

�
�4x�

p
T � t+ x2 + 4�2(T � t)� 4�2(T � t)

��
dx

= e�r(T�t)
Kp
2�

Z d1

�1
exp

�
�x2=2

�
dx

� S2tp
2�
exp

�
(r � �2)(T � t)

� Z d1

�1
exp

�
�1
2

�
x� 2�

p
T � t

�2�
exp

�
2�2(T � t)

�
dx

= e�r(T�t)
Kp
2�

Z d1

�1
exp

�
�x2=2

�
dx� S2tp

2�
exp

�
(r + �2)(T � t)

� Z d1�2�
p
T�t

�1
exp

�
�1
2
z2
�
dz

= e�r(T�t)K �N(d1)� S2t e(r+�
2)(T�t) �N(d1 � 2�

p
T � t);

unde N este funcţia de repartiţie normală standard.

b. Fie acum
h := (hb; hs)

o strategie autofinanţantă, cu valoarea portofoliului

V (t) = hb(t)Bt + hs(t)St:

Condiţia de autofinanţare conduce la dinamica lui V dată de

dV (t) = hb(t)dBt + hs(t)dSt:

Vrem acum să alegem hb şi hs astfel încât V şi preţul derivatului financiar să aibă aceeaşi dinamică. Condiţia de
replicare conduce la faptul că putem alege

hs(t) :=
@

@St
F (t; St)

şi, din moment ce ar trebui să avem Vt = F (t; St), obţinem

hb(t) =
F (t; St)� hs(t)St

Bt
=
F (t; St)� St

@

@St
F (t; St)

Bt
:

Folosind valoarea lui F; obţinută la punctul precedent, deducem8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

hs(t) =
@

@St
F (t; St) = �2St exp

�
(r + �2)(T � t)

�
�N(d1 � 2�

p
T � t)

hb(t) =
e�r(T�t)K �N(d1)� (S2t � 2S2t ) exp

�
(r + �2)(T � t)

�
�N(d1 � 2�

p
T � t)

ert

=
e�r(T�t)K �N(d1) + S2t exp

�
(r + �2)(T � t)

�
�N(d1 � 2�

p
T � t)

ert
:

O altă metodă de obţinere a rezultatului dorit este formula lui Itô, aplicată funcţiei �t = F (t; St). Mai precis,
obţinem că aceasta verifică următoarea EDS neliniară:
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d�t =

�
@

@t
F (t; St) +

�2S2t
2

� @
2

@S2t
F (t; St)

�
dt+

@

@St
F (t; St)dSt

=

�
@

@t
F (t; St) +

�2S2t
2

� @
2

@S2t
F (t; St)

�
rBt
rBt

dt+
@

@St
F (t; St)dSt

=

�
@

@t
F (t; St) +

�2S2t
2

� @
2

@S2t
F (t; St)

�
1

rBt
dBt +

@

@St
F (t; St)dSt:

Prin urmare, definim componentele portofoliului replicant astfel:8>><>>:
hb(t) :=

�
@

@t
F (t; St) +

�2S2t
2

� @
2

@S2t
F (t; St)

�
1

rBt

hs(t) :=
@

@St
F (t; St)

şi obţinem că valoarea portofoliului V şi costul derivatului financiar � au aceeaşi dinamică. Putem simplifica în
continuare utilizând Vt = �t = F (t; St) (ceea ce rezulta şi din faptul că F satisface EDP Black-Sholes) şi obţinem
în final faptul că

hb(t) =
F (t; St)� hsSt

Bt
=
F (t; St)� St

@

@St
F (t; St)

Bt
:

Demonstraţia este, în acest moment, încheiată.

6. Presupunem că avem o piaţă formată dintr-un activ riscant S(1) şi un cont bancar S(0); ce au dinamica,
sub P, 8<: dS

(1)
t = �1S

(1)
t dt+ S

(1)
t (�11dW

(1)
t + �12dW

(2)
t )

dS
(0)
t = rS

(0)
t dt;

unde W (1)
t şi W (2)

t sunt două mişcări Browniene standard, independente. Vom demonstra că modelul este fară
arbitraj dar incomplet, adică există măsura martingală a pieţei financiare, însă aceasta nu este unică.
a. Arătaţi că preţul corect al derivatului financiar X = �(S

(1)
T ); cu maturitatea T; nu depinde de modul în

care alegem măsura martingală.
b. Evaluaţi preţul creanţei (derivatului financiar) Y = 1fW (2)

T >Kg (un contract care plăteşte o unitate mon-

etară la momentul T doar dacă W (2)
T > K). Cum interpretaţi acest rezultat în comparaţie cu ce s-a obţinut la

punctul precedent?
c. Arătaţi că, adăugând în piaţa financiară încă un activ riscant, S(2), ce are, sub P, dinamica dată de urmă-
toarea EDS liniară:

dS
(2)
t = �2S

(2)
t dt+ �22S

(2)
t dW

(2)
t ;

atunci piaţa va fi fără arbitraj şi, în plus, completă.

Demonstraţie.
a. Indiferent de alegerea măsurii martingale Q; avem că S(1) va avea dinamica, sub Q,

dS
(1)
t = rS

(1)
t dt+ S

(1)
t (�11dW

(1);Q
t + �12dW

(2);Q
t );

unde W (1);Q si W (2);Q sunt mişcările Browniene standard sub Q; obţinute prin transformarea clasică prezentată
în cazul obţinerii măsurilor martingale pentru modelul financiar considerat. Prin urmare, obţinem că activul
suport riscant S(1) va avea următoarea reprezentare explicită:

S
(1)
T = S

(1)
t exp

��
r � �

2
11 + �

2
12

2

�
(T � t) + �11

�
W

(1);Q
T �W (1);Q

t

�
+ �12

�
W

(2);Q
T �W (2);Q

t

��
;

proces stochastic care are aceeaşi distribuţie ca şi

S
(1)
t exp

��
r � �

2
11 + �

2
12

2

�
(T � t) +

q
�211 + �

2
12

p
T � t Z

�
; unde Z � N(0; 1):
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Astfel, folosind formula de evaluare la risc neutru, preţul la momentul t, �t(�(S
(1)
T )) al derivatului financiar cu

maturitatea T şi cu funcţia de plată �(S(1)T ) este dat de

�t(�(S
(1)
T )) = EQ

�
e�r(T�t)�(S

(1)
T ) j Ft

�
= e�r(T�t)

Z 1

�1
�

�
St exp

��
r � �

2
11 + �

2
12

2

�
(T � t) +

p
�211 + �

2
12

p
T � t z

��
e�z

2=2

p
2�

dz;

valoarea obţinută fiind indiferentă de alegerea măsurii martingale Q.

b. Dinamica, sub Q, a mişcării BrownieneW (2) este dată de:

dW
(2)
t = dW

(2);Q
t � g2(t)dt

unde g1(t); g2(t) sunt funcţii care satisfac ecuaţia

�1 � �11g1(t)� �12g2(t) = r; pentru 0 � t � T: (29)

De asemenea, aceste funcţii verifică condiţia de integrabilitate

EP

 
exp

 Z T

0

g1(s)
2 + g2(s)

2

2
ds

!!
<1:

Este clar că ecuaţia funcţională (29) nu admite soluţie unică. Două posibilităţi de alegere pentru funcţiile g1 şi g2
astfel încât acestea să verifice ecuaţia (29) sunt:

(g1(t); g2(t)) =

�
�1 � r
�11

; 0

�
; respectiv (g1(t); g2(t)) =

�
0;
�1 � r
�12

�
:

Aceste două alegeri vor furniza preţuri diferite ale derivatului financiar 1
W

(2)
T

, mai exact

�1t (Y ) = e
�r(T�t)N

�
W 2
t �Kp
T � t

�
şi, respectiv, �2t (Y ) = e

�r(T�t)N

0B@W 2
t �K � �1 � r

�12
(T � t)

p
T � t

1CA
c. Perechea de funcţii (g1(t); g2(t)) trebuie să rezolve următorul sistem de ecuaţii liniare:(

��11g1(t)� �12g2(t) = r � �1
��22g2(t) = r � �2

(30)

În ipoteza că �11; �22 6= 0, sistemul (30) admite o soluţie unică:

g1(t) =
�1 � r � �12

�2 � r
�22

�11
şi g2(t) =

�2 � r
�22

:

Demonstraţia este completă.

7. Dat un Call European C şi un Put European P; ambele având acelaşi activ suport, acelaşi moment de
maturitate T şi acelaşi preţ de exercitare K; arătaţi că

�C ��P = 1:

Demonstraţi că �P = �C :

Demonstraţie. Din formula de paritate Put-Call, avem că

Ct � Pt = St �Ke�r(T�t);

pentru orice t 2 [0; T ] : Cum operatorul� = @v=@S este un operator liniar, rezultă imediat că

�C�P = �C ��P = 1:
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Dar, pe de altă parte,
�C = e

�q(T�t)N(d1) = N(d1)

deoarece, activul suport fiind neplătitor de dividende, q = 0: Prin urmare,

�P = N(d1)� 1 = � (1�N (d1)) = �N (�d1) :

Având în vedere că formula indicelui Gamma este � = @�=@S; rezultă concluzia dorită:

�C = �P =
N(d1)

S�
p
T � t

:

Demonstraţia este încheiată.

8. Arătaţi că
�P = �C + rKe

�r(T�t);

unde C şi P reprezintă opţiuni de cumpărare, respectiv de vânzare, ce au acelaşi activ suport, dată de maturitate
şi preţ de exercitare. Determinaţi formula explicită a indicelui �P :

Demonstraţie. Din formula de paritate rezultă că

�C�P =
@v

@t
=
@ (Ct � Pt)

@t
=
@
�
St �Ke�r(T�t)

�
@t

= �rKe�r(T�t):

Liniaritatea operatorului de diferenţiere conduce la:

�P = �C + rKe
�r(T�t) = � S�

2
p
T � t

N(d1)� rKe�r(T�t)N(d2) + rKe�r(T�t)

= � S�

2
p
T � t

N(d1) + rKe
�r(T�t) (1�N(d2)) = �

S�

2
p
T � t

N(d1) + rKe
�r(T�t)N (�d2) :

Demonstraţia este încheiată.

Probleme propuse.

1. Considerăm următoarea variantă a modelului Ornstein-Uhlenbeck: presupunem că preţul unui activ su-
port riscant are dinamica dată de EDS

dSt = �Stdt+ �dWt; S0 2 R; t � 0:

Determinaţi probabilitatea ca, la un moment t1 � 0, S să devină negativ, adică

P (St1 < 0) :

Exemplificaţi pentru S0 = 100; � = 0:10; � = 30.

2. Stabilim L ca fiind variabila aleatoare ce măsoară câştigul / pierderea unei activităţi investiţionale în mod-
elul de piaţă fără arbitraj Black-Scholes. Valoarea la risc, la nivelul de încredere � se defineşte ca fiind următoarea
cantitate:

� := inf
n
x : P (L � x) � �

100

o
:

Calculaţi � pentru � = 5, unde L este pierderea posibilă cauzată de o investiţie într-o singură unitate de activ
suport S (stock), achiziţionată la preţul S0 = 100 şi vândută la preţul ST ; în condiţia în care � = 0:10; � = 0:40 şi
T = 1:

3. Considerăm modelul Bachelier, adică presupunem că preţul activului suport este dat de formula explicită:

St = S0 + �t+ �Wt; t � 0;

iar rata dobânzii pentru activul neriscant este r = 0: Determinaţi formula preţului, la momentul t = 0; al unui
derivat de tip Call European ce are ca activ suport activul menţionat mai sus.
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4. Considerăm că preţul unui activ suport verifică EDS liniară:

dSt = � (t)Stdt+ � (t)StdWt; S0 2 R; t � 0; (31)

iar funcţiile coeficient � şi � sunt continue şi mărginite. Arătaţi că procesul stochastic

St = S0 exp

�Z t

0

�
� (s)� 1

2
�2 (s)

�
ds+

Z t

0

� (s) dWs

�
este UNICA soluţie a dinamicii (31).

Demonstraţie (idee). Presupunem, prin metoda reducerii la absurd, că S1 şi S2 sunt două posibile soluţii pentru
(31). Scriem (31) sub formă integrală pentru cele două procese S1 şi S2; scădem ecuaţiile, ridicăm diferenţa la
pătrat, iar argumente precum (a+ b)

2 � 2a2 + 2b2; proprietatea de izometrie a integralei stochastice şi Lema lui
Gronwall conduc la rezultatul dorit.

5. FieW 1 şiW 2 două procese Wiener independente şi � 2 [�1; 1] o constantă dată. Demonstraţi că coeficien-
tul de corelaţie între variabilele aleatoare

W 1
t şi �W 1

t +
p
1� �2W 2

t

este �; pentru orice t � 0:

6. Presupunem că preţul S al unui activ suport în modelul de piaţă financiară Black-Scholes evoluează după
o mişcare Browniană geometrica, ce are coeficientul de drift � = 0:30 şi cel de volatilitate � = 0:20. Preţul la
momentul iniţial este presupus a fi S0 = 100$. Presupunem că rata anuală a dobânzii lipsite de risc (short term
interest rate) pentru contul bancar este r = 0:025:
a. Determinaţi repartiţia preţului activului suport la momentul T = 2 ani. Care este media şi dispersia vari-
abilei aleatoare St; pentru fiecare moment t 2 [0; T ]?
b. Care este probabilitatea ca acest preţ să fie cuprins între 95 si 105?
c. Calculaţi preţul la momentul iniţial al unui derivat financiar ce conferă deţinătorului său dreptul de a vinde
la paritate (adică cu preţul de exercitare K = S0 = 100$) activul suport la momentul de maturitate T = 2 ani.
d. Calculaţi preţul la momentul iniţial al unui derivat financiar ce conferă deţinătorului său dreptul de a
cumpăra la paritate activul suport la orice moment premergător momentului de maturitate T = 2 ani. Ce puteţi
spune despre contractul similar ce oferă celui aflat în poziţia short dreptul de a vinde activul suport, în aceleaşi
condiţii referitoare la momentul de exercitare a derivatului financiar.
e. Determinaţi indicele de senzitivitate care măsoară rata de variaţie a valorii contractului de la punctul (c); în
raport cu preţul activului suport.
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